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Materialien zu Dreiecks-Konstruktionen nebst An- 



wendung auf fast 400 Aufgaben. [VI u. 88 S.] gr. 8. 1888. 
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schule zu des Verfassers Materialien. Enthaltend 601 Aufgaben 
nebst deren Lösungen. [VI u. 103 S.] gr. 8. 1889. geh. JL 1.50. 
SSctfud^ einet SWetl^obi! jur Söfung :|)Iantmetrtfd^et 



ÄonfttuftionSaufgaBen. SWtt jal^lretd^en 99cij|)telen. [VI u. 111©.] 
gr. 8. 1889. 0el§. .^1.60. 

Conrabt^ Dr. $^^ DBerte^rer (ix^ ©^mttafium in Säclgarb, Sel^rBnd^ber 
ebenen SCrigonometrte in ftufentnä^tgex Slnorbnung für \it^ ©d^uU 
gebraut^, nebft einer fid^ eng an baSfelbe anfd^tteBenben ©ammlung 
t)on Übungsaufgaben. [Vm u. 176 (S.] gr. 8. 1889. gel^. JL^l.— 

Dronke, Dr. A., Direktor der Realschule I. 0. zu Trier, die Kegel- 
schnitte in synthetischer Behandlungsweise für die Prima höherer 
Lehranstalten. Mit Figuren im Text. [IV u. 75 S.] gr. 8. 1881. geh. ./Äl 2 . — 

Erler. Dr., Professor und L Oberlehrer am Egl. Pädagogium bei Züllichau, 
die Elemente der Kegelschnitte in synthetischer Be- 
handlung. Zum Gebrauche in der Gymnasialprima. Mit einer litho- 
graphierten Figurentafel. 3. verb. Aufl. [45 S.] gr. 8. 1887. kart. <^ 1 . 20. 

Frischauf. Dr. J., Professor an der Universität zu Graz, Elemente 
der Geometrie. 2. Auflage. [Vm u. 164 S. mit eingedr. Holz- 
schnitten.] gr. 8. 1877. geh. .Ä 2.— 

Heinze, Dr. Karl, weiland Professor in Köthen, genetisch eStereo- 
metrie. Bearbeitet yon Fbanz Lücke, Gymnasiallehrer in Zerbst. 
Mit lithographierten Tafeln. [XII u. 194 S.] gr. 8. 1886. geh. «Ä 6.— 

Henrici) Julius, Gynmasial-Professor in Heidelberg, u. P. Treutlein, 
Professor am Gymnasium zu Karlsruhe, Lehrbuch der Ele- 
mentar- Geometrie. 3 Teile, gr. 8. geh. JL 7.60. 

Einseln: I. Teil. Gleichheit der planimetrischen GteOfsen. Kongruente AbbÜdong in 
der Ebene. Penaum der Tertia. Mit 188 Figuren in Holuchnitt. 
[Vm u. 152 S.] 1881. ^ 2.— 
n. — PerspektiviBche Abbildung und Berechnung der planlmetriachen 
OrOfsen. Pensum fOr Sekuida. (Nebsi weiteren AuafOhrungen für 
Prima.) Mit 189 Figuren in Holxschmtt und einem (llthogr.) 
Kärtchen. [Vin u. 242 8.] 1882. «A: 2.80. 
m. •— Lage und ÖrOfse der stereometrischen Gebilde. Abbildungen der 
Figuren einer Ebene auf eine sweite (Kegelschnitte). Pensum fOr 
Prima. Mit 184 Figuren in Zinkographie. [YUI u. 194 S.] 1883. 
JL 2.80. 

[Fortsetciing am Ende des Bachs.] 
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fpHtif(i^eii Xrtgonometrte. 

Ott l^öl^erett Se^rattftattett unb jum ©elbftftubiunt. 
Dr. 15. SertiU0, 

^tibotoSocent an ber Idnigt ted^nifd^en £o(M(^ule m (Sl^atlottetiBurg unb oibentlid^et £el^rev 
am ^ieDri(^8>8teaia9mnofittm m JOetlin. 



^tt ^al^Iteid^en gfigitien im S^e^te. 



Sn 2 Seilen, für Unter- unb Dfterfelunba. 

L Seil: 
SSon ber Sage ber ßinien unb ®benen im Flaume. Son htn för|)erK(i^en ®(fen. 



ßetpsig, 

5)rutf unb ffierlag öon S5. ®. Xeubner. 

1891. 
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SSorrcbc* 



hiermit üBcrgebe id^ ein Hcinc§ SBerf bcr Öffcntlidöfcit, ba^ 
xä) ate ,,8[u8ffi]^riic^cg Scl^rbud^ bcr ©tereomettic unb f^^ärifd^cn 
Trigonometrie" bejeid^net l^abe. ^ä) l^abc »cnigftcng nod^ fein 
Se^rbud^ ber ©tereometrie gefunben, bag biefelbe in fo auäfül^rs 
lid^er SBeife bel^anbelt, »ie eg l^ier gefd^el^en ift. Sd^ l^abe bag^ 
felbe in fünf Äbfc^nittc jcriegt: 

I. S5on ber 2age ber Sinien unb ©benen im SRaume. 

n. SSon ben förperlic^en @dten. 
ni. SSom ?ßrigma, ?ßaraHete})ipebon, ^ß^ramibe, SEegel, S^Iinbcr 

unb finget 
IV. SBon ben regulären Körpern. 

V. S)ie fpl^örifd^e Trigonometrie. 
S)ie fp^ärifd^e 2:rigonometrie l^abe id^ bireft aug ben Se^rfä^en 
über bie förperlid^en Scfen abgeleitet, aug benen fie fid^ ja ol^ne 
»eiteret unb ol^ne ©d^mierigfeiten öon felbft ergiebt SJon einer 
Slntoenbung berfelben auf einfädle $ßrobIeme ber Slftronomie unb 
matl^ematifd^en ©eograp^ie ^abe id^ l^ier gänjlic^ Slbftanb genommen 
unb bel^alte mir biefe Aufgabe für eine augfül^rüd^e Se^anblung 
nod^ öor. 

Sefonbcren SBert l^abe id^ bei ber äbfaffung biefeg SBerfeS 
aud^ auf bie 83eftimmung beiJ SRauminl^attcg ber Äörper gelegt, 
unb bie l^ier angegebene SWetl^obe für fiörper, bereu Ouerfc^nitte 
eine gunftion britten ®rabeg beiJ Slbftanbeg t)on ber oberen ®runb:= 
ftäd^e finb, l^abe id^ mir im SSerlauf meiner ffiorlefungen an bcr 
föniglid^en ted^nifd^en §od^fd^uIe ju S^arlottcnburg unb ben Unter^^ 
rid^tiJftunben in bcr ?ßrima be3 griebrid^g^aflealg^mnafiumi^ ju 
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IV «bxrcbc. 

Scriin felbft gcbilbct. ®tc ^iftorifd^en $iit»cij[c bic ©impfonic^c 
Siegel betreffenb toerben getoi^ Slnflang finben, ebeitfo »ie bie S3e= 
ftimmung beg Stauminl^Qlteg ber Äörper nad^ biefer \o bequemen 
unb einfad^eit Stegel. SSon ber 3:^eorie ber Segeljd^nitte ^abe id^ 
I)ier ganj abgejel^en; bieje l^abe id^ mit großer ÄuSfül^rlid^feit 
in meinem SQSerfe „2)ie anal^tifdie ©eometrie ber Sbene" be= 
l^anbeft, nur auf ben SOSec^jelfc^nitt beim fiegel unb S^Iinber bin 
id^ nät)er eingegangen 

3)ie beibcn erften Slbfd^nitte bilben ben erften S9anb, ber 
ttjefentlid^ für Unter jelunba bered^net ift, bie übrigen Slbj^nittc 
bilben ben jtoeiten S3anb, ber für Dberfefunba unb Sßrima be- 
ftimmt ift. 

S)ie Seigre öon ber Stereometrie »irb in ben l^öl^eren Selirs 
anftalten no(^ t)iel ju ttienig gemürbigt. SBa^ nü^en bem t>on ber 
©d^ule mit bem S^^sni^ föi^ ^^^ einjährigen S)ienft abgel^enben 
©d^üler j. 83. bie unüoHftänbigen Seiten ber Trigonometrie? 
SBäre eg ba nid^t beffer, menn i^m in ber ©d^ulc eine förperlid^e 
Slnfd^auunggmeife beigebrad)t mürbe, toenn er imftanbe ttJäre, fid^ 
bic Sage üon ®benen ju einanber, bie ©eftatt, Dberflä^e u. f. m. 
ber Sörper im ®eifte tjorjufteüen? 3d^ bin ber äReinung, ba§ 
l^ier ber matl^ematifd^e Unterrid)t an l^ö^eren Se^ranftalten einer 
großen Umänberung bebürfte. @o »ie er je^t befd^affen ift, fann 
er auf bie 3)auer nid^t befleißen bleiben. @o tt)ie ber Heine Schüler 
mit bem 2lnfd^auunggunterrid)t beginnt, fo lege man aud^ in bem 
geometrij[d^=mat^ematifc^en Unterrid^t bag §ouptge»i(^t auf bie 
Slnjd^auung. SRüffen tt)ir benn burdiaug nod^ an ber SuHibifd^en 
©eometrie feftl)aften? SBorum foHen toir benn nid^t mit ttJirHid^en 
2)reiedfen in ber §anb bie ßongruenjfö^e bemeifen fönnen, nmrum 
benn nur mit reinen SSerftanbegbegriffen? Sft eg nid)t ein betrüben^ 
beg ®efül)l für ben Sel)rer, menn er finbet, ba§ fein jd)öner ®nHu 
bifd^er SSetoeiä burd) fo oftmalige SBieberl^oIung fd^lie^IidE) auSwenbig 
gelernt ift, of)ne ba§ ber @d)üler ein »irflic^eg tiefereg SSerftänbniS 
bafür befi^t? Sei ber SRe^rjoI)! ber ©d^üler »trb bieg jutreffen 
unb icber Seigrer mirb bieje Semerlung oft genug gemad^t l^abeu. 
3)arum fort mit ben reinen Sßerftanbegbegriffen aug ben mittleren 
[Jen, man fe|e bie Slnfdiauung bafür, unb man mirb mit bm 
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SBoxrcbe. V 

bcftcn ©rfolgctt Betol^nt ttjcrbcn; ba§ bic SSerftanbegbegriffc mit 
fteigctiben Älaffcn eitigefüfirt unb öcttnclirt ttjerben muffen, ift »ol^t 
an fid^ Mar, barauf braud^c iä) tt)ot)I nicl)t erft l^injutoeifen. 

S)te fjragc, ob man bm matl)cmattfd^cn Untemd^t nid^t üiet 
Ieid)t fibcriiaupt mit bcr Stereometrie beginnen foHtc, ttJÜI id^ I)ier 
nnerörtert laffen. 3d^ für meinen S^eil I)atte bieg für möglid^ unb 
ber gorberung nad^ Slnfd^auung toäre bamit im I)öd^ften SWa^e 
genügt. 

SQäenn einmal eine SReform be§ gefamten Unterrid^tg ftattfinben 
follte, fo I)offe id^, ba§ biefelbe om matl^ematifdien Unterrid)t nid^t 
öorbei gel)e; ^ier gerabe ertönt bei ben ©d^ülern ber 9iuf nad^ 
Slnfdiauung, biefe forbere man ftatt ber ©uflibifd^en Geometrie, unb 
bie Unluft ju ben matl^ematifd^en SBiffenfd^aften, bie je^t eine 
Xl^atfad^e ift, tt)irb mef)r unb me^r üerfd^ttjinbcn. 

3d^ l^abe in bem üorüegenben S35er!e mögJidift grofee Äfarl^eit 
unb ®infad^^eit angeftrebt, unb i^ l^offe, ba§ mir bieg in ber ge* 
toünfc^tcn SQäeife gelungen ift. Slu^ ber ©d^üler ttjirb imftanbe 
fein ben I)ier betoiefenen Sel^rfäfeen oI)ne ©d^wierigfeit ju folgen. 

©0 l^offe id^benn, ba§ ba^ Heine SBerl überaß greunbe unb 
®önner finbcn möge. 

eiiarlottenburg, ben 15. Dftober 1890. 

Dr. §. @ettml. 
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A dog in one part df a clrcular walk, perceives a hare in another 
part of the walk, distant from him 2 a degrees. They both start at 
the same moment, the hare keeping in the walk, and the dog always 
running directly towards the hare. How f ar will the hare run bef ore 
being canght, supposing his velocity to be to that of the dog as n to 1 ? 
n being any fraction less than 1. 




Let A be the position of the dog, and B that of the hare at the 
Start; the arc AB or the angle AGB being 2a degrees. The hare 
keeps in the circumference, while the dog, running always directly 
towards the hare, describes the curve ARN MD, catching him at D. 

Let D be the origin, and P the position of the hare at any time; 
draw PM tangent to the curve DMN, touching it at Af ; then is M the 
corresponding position of the dog. Let DP = Zy DM=z\ and the tan- 
gent PM (the direct distance between the dog and hare) = y. Let H 
be another position of the hare, indeflnitely near to P ; draw HN tan- 
gent to the durve DMN, touching it at iV; then is N the corresponding 

(1) 
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Position of the dog; also from H draw ITÄT perpendicuiar to PM. 
Then PH=zdx, MN=dz; y has been increased by J/iVand diminished 

by PK-, hence dy=MN-PK, or dy = dz^PK=~-'PK. 

n 

Produce the tangent PM tili it cuts the circumf erence in Q ; draw 

the radii OP, OQ, and from let fall on PQ the perpendicular OG, 

Let the angle POQ be 2ö; then POQ-B. The two right triangles 

HKPy PGO, are similar; for OPH being a right angle, the angle 

HPK is the complement of GPO, and therefore equal to GOP. From 

the similarity of the triangles we have HP : PK= OP : OG, or dx : PK 

= l:cosö; then PK= cos ddx. Substituting this value of PK in the 

eqnation dy = — — PK, it becomes dy = ~^cosedx. Integrating, we 
n n 

have y= — /"cos 6 da; = — xcosed^ fxsmedd. This needs no correc- 

tion, for, at the origin 2), x and y are each equal to 0. Now, if "we 
could obtain ö in terms of at, or x in terms of 6, we might be able to 
find the value of /xsinöfZö, and we would then have the invariable 
relation between x, y and ö at every point of the' curve. This we are 
unable to do ; however, when the hare arrives at B and the dog at Ay 
the variable angle d becomes the constant angle BOE or a; hence at 
this point d[ö= 0, and consequently /a; smSdd^Q ; moreover, y becomes 
equal to the constant line u4 J5 = 2 sin a (radius being taken as unity). 

Then for this position our equation becomes 2 8ina = - — a: cosa, or 

2nsina = ar(l— ncosa), and x= — ?L®1IL^, the distance run by the 

1 — n cos a 

hare before being caught. If, instead of running from B to the 

right, the hare had run from B to the left, we would have found 

dy = MN-\- PK, and consequently x = ^^^^^°^ • 

1 + ;i cos a 

If now at B we draw the tangent VBIV, we see that the angle ABV 
is the Supplement of BOE or a. Calling the angle ABV, B, we have 
sina=sinß, cos a = — cos 5; and putting AB or 2sinß=a, and sub- 
stituting these in our equation, it becomes x= — ^^ , and this is 

1 + n cos B 

the form which we shall use ; because this one equation gives us the 
value of a;, whether the hare runs from B to the right, or from B to 
the left; a is the direct distance between the two animals at the Start, 
and B the angle between the line connecting the two at the Start, and 
the direction in which the pursued animal runs. 

(2) 



Digitized by VjOOQ IC 



•«•<sJ 



A very remarkable circumstance is that when J5=0O°, that is, when 
tbe animals are at opposite extremities of a diameter at tbe start, tbe 
dog will always bave to run a distance equal to tbe diameter of tbe cir- 

cle bef ore overtaking tbe bare. For tben our equation x = — 

1 + w cos B 
becomes simply x = an; and 2J = -=a, tbe diameter. 

n 

Tbe equation x= — gives tbe value of x, wbetber tbe bare 

1 + wcos^^ 

runs f rom tbe dog, or towards tbe dog ; cos B being negative in tbe 
former case, and positive in tbe latter. Now if we suppose tbe arc 
AB &t tbe Start to be indeflnitely small, so as to coincide witb its 
cbord, and if tbe animals are abont to run towards eacb otber, it is 
evident tbat in tbis case n may be any number wbatever. 

If we suppose tbe bare, starting at ß, to run along tbe tangent B V 
instead of along tbe arc BPD^ tbe dog still starting f rom A , tbe equa- 
tion of tbe curve of pursuit is 

1 — n 1+n 

- y^"*"" (1-fcos^) 2 _ y^-« a**(l~cosg) 2 2an(l — nco8B) 
^~l-\-n L±ü 1 — w in« 1 — w2 

a»(l-cos^) 2 (l + cosß) 2 

wbicb, wben y = 0, tbat is, wben tbe dog overtakes tbe bare, becomes 
_ fln(l — wcos^) j^ jj^^ ^g multiply botb numerator and denom- 

l-?l2 

inator of our equation x= — — - by 1 — neos 5, it becomes 

1 + w cos B 
^ ^ qjt (1-71 cos ff) g^ ^g ggg ^-^^^ ^Yie distance run in a straigbt line 

1 — n^ cos*^ B 
is to tbe distance run in tbe arc of a circle, as 1 — n^cos^^ is to 1 — n^. 

Again, if in tbe two equations ^ = <^H^--ricosB) ^^^ ^^ an_^ 

* 1-/1^ 1 + ncosB 

we make 5=180°, tbe equations become identical, eacb becoming 

^__ari_ ^j^jj retard to tbe flrst, tbe supposition 5=180° tbrows 

1-n 
tbe line BA round tili it becomes a Prolongation of VB, causing tbe 
dog and bare to run in tbe same straigbt line ; tben y becomes = in 

tbe equation of tbe curve, and gives x= ,-^^ for tbe distance run by 

1 — w 

tbe bare before being caugbt. Witb regard to tbe second equation, if 

we suppose tbe radius BO to be indeflnitely prolonged, and various 

points to be taken on tbis Prolongation; and witb tbese points as 

(3) 
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centres circumf erencea be described, all tangent to each other at B ; 
then If BA be turned ronnd B as a pivot tili it becomes a chord in a 
larger, and then in a larger circle; it is evident that the larger the 
circle is, tlie more nearly will BA come to be a Prolongation of VB. 
But VB and BA can never become a straight line ; tliat Is, the angle 
B can never become 180° until the radius of the circle in which BA 
is a chord becomes infinite ; then, any portion of the circumf erence 
becomes a straight line, and the equation becomes identical with the 
flrst, as it should do. 

The above flgure was constructed with AOB or 2a =120°; hence 

a=60°; and ^=120°; and n = J. Then, our equation x= ^" 



' 4i/~2/~ l-^n cos B 

= . ^^^^"^ , becomes x= i2<iX?= tX? = Vs = 1.732 radii = &tcBPD ; 

l + ncos5 1-Sxi f 

and 1 .732 X 57°.3 = 99°.2 = angle BOD, 

If, in the equation of the curve of pursuit above, we make B=90°, 

the equation becomes 2x=^ ^ H ^^^— , the well-known 

1 4- n 1 — 71 1 — n* 

fonn, flrst discovered by the celebrated mathematician, Thomas Simp- 
son ; and it was by f oUowing his method that I obtained the general 
equation given above. 



^. Ma^ ^y7u^^^-^ 






W 
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L SCBf(^ttiti 



Vmt Iitr 1£üit Ux Himtn nrß (&btntn im l^mm. 

§ 1. @rf lärung: (Sitte ©bette ober efictte gläd^e ift citic fotd^e 
%lää)t, bei tücld^cr ttiati öon jebem tl^rer ^ßuttfte ttad^ aHett SRid^s 
tutigert l^iti itt il^r gerabe Sitiieti jiel^en fattn. 

®er Qvi\aij: ,,mä) aBett giid^tuttgeti I)iti" ift f)ier öott gattj 
befoitberer SBid^tigfeit; betttt ber ©Qlittber uttb ber Äegel fittb aud^ 
gläd^en, bei todä)m tttatt itt il^ttett getabe Sittiett jicl^eti fatttt, aUeitt 
itur ttad^ citter beftititttitett Sftid^tuttg l^itt, ttid^t aber ttad^ aBett be- 
licbigeti Slid^tungett l^itt. SeSl^alb ebett gel^örett fie ju bcti frutnmcti 
gläd^ett. 

S)ie Sage eitter ©bette itit Jftautite ift beftittitttt: 

1) burc^ brei 5ßutt!te, ttjeld^e ttid)t itt eitter gerabett Sittie 
Kegett, 

2) burd) eitle Sittie uttb einen ?ßunft au^erl^alb berfelben, 

3) buTd^ jtt)ei fid^ fd^neibenbe Sinien, 

4) burd^ jtt)ci paraBele Sinien. 

Sn jebent biefer öier gäBe fann man burd) bie gegebenen 5ßunfte 
ober Sinien eine ®bene legen, aber ftet« nur eine cinjige. 

§ 2. 3^ci Sinien im SRaume fönnen, faBiJ fie nid^t ju== 
fammenfaBen, folgenbe Sagen l^aben: 

1) fie fd^neiben fid^ in einem fünfte, 

2) fie finb paraBel, 

3) fie fdineiben fid^ nid^t, finb aber aud^ nid^t paraBel; man 
nennt fie ttjinbfd^ief. 

3)urd^ einen 5ßunft im Siaume fann man ju einer 
Sinie nur eine ^ßarallcle legen. 

©erouS, £e$T6u(^. I. 1 
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2 T. W)\ä^mtt, 

Sltttttcrlung: S« i>^^ ©comctric nennen tt)ir jtoei ßinien paxaUd, 
tt)enn fic beflänbig neben einanber l^erlanfen, ftd^ aV\o nie fd^neiben. 
3n ber ©tereontctrie genfigt bieg aber nöd^ nid^t; e^ muß l^icr, toenn 
man bie ?ßarallcütat betoeifen tt)ill, flejeigt tt)crben, bo§ fte 1) beftönbig 
neben einanber leerlaufen unb 2) baß fte in berfelben Ebene liegen. 

§ 3. Sine Sbenc unb eine Sinie im Jftaume fönncn 
folgcnbe Sagen ju einanber ^aben: 

1) bie Sinie liegt ganj in ber @bene; bieg ift ber gaü, ttjenn 
fic jtüci 5ßunftc mit ber ®bcne gemein ]§at; 

2) fie fd^neibet bie ®bene, I)at alfo nur einen 5ßunft mit 
i^r gemein; 

3) bie Sinie ift parallel jur (Sbene, I)ot alfo feinen 5ßunft 
mit il^r gemein, tt)ie mit man aud) beibe verlängern mag. 

Slnmerfung. S)urde eine Sinie eine Ebene legen l^eißt fie fo 
legen, baß aöe fünfte ber Sinie in bie Ebene ju liegen lommen. 
Eine Sinie burd^ eine Ebene fd^neiben l^eißt, bie Ebene fo legen, baß 
fie mit ber Sinie nur einen einjigen 5ßunlt gemein l^at, iai nur ein 
?ßunft ber Sinie in bie Ebene ju liegen lommt. 

§ 4. 3^^i Ebenen lönnen, faB§ fie nid^t jufammenfaHen, 
folgenbe Sage ju einanber fiabcn: 

1) fic fdineiben fid^ in einer geraben Sinie, 

2) fie finb parallel, lönnen alfo nie einen 5ßun!t gemeinfam 
]§aben. 

Slnmerlnng: S)er ^urd^fd^nttt jweier Ebenen ift eine gerabc 
Sinie. S)enn toäre ber ©urd^fd^nitt eine frumme Sinie, fo tt)ürben 
beiben Ebenen mel^r al2 jtoei $ßunfte, bie nid^t in geraber Sinie liegen, 
gemeinfam fein, fie toürben alfo gänjUd^ jufammenfaßen unb fid^ gar nid^t 
unterfd^eiben. Siegt femer eine gerabe Sinie in jtoei Ebenen äugleicl, 
fo fann fie nur bie Durd^fd^nittSlinie ber beiben Ebenen fein, unb 
liegt ein ?ßunlt 5U gleid^er S^it iu jtoei Ebenen, fo muß er ein ^ßunft 
ber Surd^fd^nittglinie beiber Ebenen fein. 

§5. 2)rci Ebenen fönnen, faüg fie nid^t jufammenf allen, 
folgenbe Sagen ju einanber I)aben: 

1) SlHe brei finb parallel ju einanber, feine l^at alfo mit einer 
ber anbercn Ebenen einen ?ßunft gemein. 

2) gtoei ber Ebenen finb einanber parallel unb »erben öon ber 
britten gefd^nitten; bie ©urd^fd^nittglinien finb bann ftetg parallel. 

3) SlHe brei Ebenen fd^neiben fid^ unb jtoar enttoeber 
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$on bet Sage bet Sinien unb Ebenen im dlaume. 3 

. a) in einer einjigen geraben fiinie, ober 

b) in brei geraben Sinien. 
3m festeren gaHe finb bie brei 2)urd^jcl^nittgünien enttocber alle 
brei parallel ober alle brei fd^neiben \\ä) in einem $ßnnfte. 

§ 6. ©d^neiben \x6) brei ©benen in brei ©nrd^fd^nittölinien, 
bie \i6) in einem 5ßnnlte fd^neiben, \o nennt man ben üon i^nen 
eingefd^Ioffenen SRanm, ber nad^ ber einen ©eite I)in nnbegrenjjt x\t, 
eine breifantige ober breijeitige förperüd^e @dfe, bistoeilen 
and) ein förperüdieg 2)reiedE. 2)ie 2)urd)fd^nittgttnien ttjerben bie 
Äanten, i^r ®nrd)id)nittöpnnft bie ©pifee nnb bie Ebenen jmifd^en 
je jtoei fid^ jd^neibenben Santen bie ©eiten ber förperlid^en (Sdfe 
genannt. 

ßiel^t man öon einem ?ßun!te im SRanme ans üier, fünf ober 
mel^r gerabe Sinien nad^ ben öerjd^iebenften Jftid^tnngcn I)in, nnb 
legt bnrd^ je jmei anfeinanberfolgenbe eine 6bene, fo bilben aüe 
biefe Sbenen eine Dierfeitige, fünffeitige ober mel^rfeitige förperttdie 
@dfe. ©dineibet man aKe Tanten bnrd^ ein nnb biefelbe (Sbene, 
fo entfielet ein üon aßen ©eiten begrenzter SRanm, ein Äörper. 
3)ie geringfte Änja^I ber (Sbenen, bie einen Körper bcgrenjen 
fönnen, ift oier; er entfielet, »enn man eine breifeitige lörperlidie 
@dEe bnr^ eine 6bene bnrc^fd^neibet. SSon weniger ate Dier (Sbenen 
!ann ein Sörper nid^t begrenjt ttjerben. 

A. i&int QIBene nnb eine ISittie. 

©rflärnng: @ine Sinie fielet anf einer @bene fenlred^t/ »enn 
fie anf jeber Sinie fenfred^t fielet, bie in ber @bene liegt nnb bnrd^ 
il^ren 3)nrd^fd^nittgpnnft mit ber ©bene gel^t. 

§ 7. Se^tfai^: SQäenn eine gerabe Sinie anf jttjei in 
einer (Sbcne liegenben nnb fic^ fd^neibenben Sinien fenf- 
red^t ftef)t, fo fte^t fie anc^ anf ber (Sbene felbft fenfred)t. 

aSoraniJfefenng: ^^.L^JTnnb ÄB±ÄM. 

Sel^anptnng: AB ± anf ber ebene E. 

83emeiiJ: Sei biefem SSeweife l^at man jn jeigen, ba§ AB 
and^ anf jeber anberen Sinie in ber @bene E, meldte bnrd^ A gel^t, 
fenfred)t fielet, eine fold^e Sinie fei AP. SRan fd^neibe bie ©dientet 
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I. «bfi^nitt. 



8fi«. 1. 



be8 Sßtntet«, in beffcn @bene AP liegt, burd^ eine beliebige Sinic 
NM, wetd^e ^P in P fd^neibe. SRon mod|e ferner AG='ÄB'vLvi> 

»erbittbe B unb G mit ben fünften 
N, P unb M. S)onn ift: 

1\BAN^/1CAN 

($(uS ©leid^l^eit jnieier ©eiten unb 
be8 eingefc^toffenen 8Bin!et8: 
AB = AG, AN-^'AN, 

■^BAN=CAN aU B, 
AB = AG, AM^AM, 
^BAM'^CAM aii B.) 
BN^CN 
BM=GM. 




c 

golglic^ ift 



@8 ift femer 
benn 
Stifo ift 
ISS folgt nun 



BN- 



ABNM^AGNM] 

CN, BM^GM, NM=NM. 

■^BNM^'-^GNM. 

ABNP^AGNP 
(au« ®Ieid^l^eit iWeier ©eiten unb be8 eingefd^toffenen SBinfete: 
GN, NP = NP\ -^BNP^GNP), 

BP =. GP. 

ABAP^AGAP. 

AB^BG, BP=GP, AP==AP. 

golglic^ '^BAP = ^GAP. 

S)a bie« nun 9lebentt)inlel finb, fo mu| jeber »on i^nen ein 9led^ter 
fein, b. ff. AB±AP. 

SRon nennt bie @erobe bog Sot, bie ©enlred^te ober Slormale 
ber @bene E. 



BN 

eS ift olfo: 

f^otglid^ ift au(^: 
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giO. 2. 




§ 8. Se^tfa^: SBcnn auf einer beliebigen Sinie AB 
im $punfte Ä beliebig t)iele Sinien ÄC, AD, AF, AH 
u. \. tt). fenlrec^t ftel^en, fo liegen fie alle in einer @bene, 
auf weld^er bonn anä) AB fenfreci^t ftel^t. 

JBoraugfefeung: AG, AD, AF, AH fenfred^t auf AB. 

SBetoeiö: ©urd^ jtoei biefer ßinien lann mon eine Sbene 
legen j. 83. burt^ AD unb AF S)iefe 
Sbene fei R @g ift bann nad^ bem 
vorigen ©a|e AB J_ E. Angenommen 
AG läge nid^t in. ber ßbene E, fo 
lann man burd^ AB unb AG eine 
®bene legen, toeld^e bie @bcne E 
j. fd. in AX burd^f^neibet. S)ann ift 
AB ± AX. 3)a nun aber nad^ ber 
aSorau^fefeung ABA.AG fte^t, fo 

müfete aud^ <^ BAG= ^ BAX fein, b. ^. ein Seil müßte bem 
©anjen gteid^ fein. S)a tt)ir alfo bei unferer Ännal^me auf einen 
SBiberfprud^ fommen, fo muß unfere Slnna^me falfd^ fein, b. ^. 
eg muß aud^ AG in ber @bene E liegen. SBai^ fid^ aber t)on 
AG beweifen läßt, läßt fid^ t)on jeber anbem ber genannten 
Sinien aud^ bereifen, ©te tiegen alfo aöe in ber Sbene E. 

§ 9. Se^tftt^: 3n einem $ßunfte A einer ®bene E ift 
auf E nur ein Sot ju errid^ten möglid^. 

SBettJeiö (inbirelt): eingenommen eg gäbe im 5ßunfte A auf 
E ixod ßote AP unb A Q, bann fann man 
burd^ beibe eine ®bene legen, ttjeld^e E in 
ber Sinie AX fd^neibet. S)ann müßte 

PAX'^QAX 
aU redete SBinlel fein, b. ^. eg müßte lieber 
ber Seil gleid^ bem ©anjen fein, tt)ai^ un= 
möglid^ ift. Unfere annähme mn^ alfo falfd^ 
fein, b. i), eg giebt in bem ^ßunfte A auf E nur ein einjigeö Sot. 

§ 9a. Se^tfa^: Son einem 5ßunfte B außerl^alb einer 
ebene E ift auf E nur ein Sot ju fällen möglid^, unb 
biefe ©enlred^te ift ftetg bie lürjefte SSerbinbungöIinie 
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I. «bjd^nitt. 




Sig. 5. 



aller ?ßunftc bcr ®bcnc E mit B. ©ic »irb bic @nt^ 
fcrnung beö ^unlteö ^ t)on bcr (Sbcnc E genannt. 

a5ctt)ctg: angenommen eg gäbe t)om ?ßunlte ß au^ auf ^ 
gttJei'Sote BM nnb ^iV, bann l^ätte ba^ 
3)retecf JV^ J[f jtt)ei redete SBinlel, tt)ag unmög^ 
ttci^ ift. Unfere Stnnal^me mu§ alfo falfd^ fein, 
eg fann alfo t)on J5 auf J5J nur ein einjigei^ 
ßot geben. 

§ 10. aßenn nun eine Sinie AB m6)t 
fenfred^t auf einer @bene E ftel^t, fo bilbet fie 
mit ben Sinien, bie id^ burd^ il^ren gu^punft in ber @bene jiel^en 
fann, öcrfd^iebene SBinfeL 

gäÖt man öon bem $ßunfte B auf bie (Sbene E ba^ Sot 
BC unb öerbinbet feinen gu^punft C mit bem 2)urd^fd^nittg' 
punfte A bnx6) bie Sinie AC, bann ift 4:.BAC 
ber fleinfle t)on aßen SBinfetn, »eld^e AB 
mit ben Sinien in ber @bene E bilben fann. 
3Äan nennt biefen SBinfel ben 9ieigung§- 
toinfel ber Sinie AB gegen bie ©bene E. 
2)er SReigungötoinlet mu§ alfb ftetg ein fpifeer 
SBinfel fein. S)ie Sinie AC nennt man bie 
^rojeltion ber Sinie AB auf bie @bene E. 

§ 11. gällt man t)on einem 5ßunlte B im fftaume auf 
eine (Sbene E baö Sot BC, t)on bem gufepunfte C beg- 
felben aber tt)ieber ein Sot CA auf eine beliebige Sinie 
DF in ber @bene E unb öerbinbct B mit A, fo ftel^t aud^ 
B^ fenfred^t auf DF. 

§ 12. j^&üt man t)on einem 5ßunlte B im fftaume ein 
Sot BA auf eine Sinie D2^ in einer ®bene E unb er- 
rid^tct in biefer ebene AC±DF, fo ift BACbtx SReigungg^: 
ttjinlet ber Sinie BA gegen bie @bene E, b. i). bie t)on B 
auf JE gefällte ©enfred^te BC l^at il^ren gu^punlt in ber 
Sinie AC. 

§ 13. Sel^tfa^: SBenn eine Sinie a im Jftaume parallel 
mit einer in ber ®bene E tiegenben ©eraben 6 ift, fo ift 
fie aud^ paraltel jur ©bene E felbft. 
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S3on bcr Sage hex Sinicn unb (Ebenen im 9laumc. 7 

SBcttJei^: SRan lege burd^ a unb i eine ®bcnc; ba aKc ^ßuttfte 
t)on a in bicfcr (Sbcnc liegen, fo ntü^te, »enn bic Sinie a bic 
ebene E fd^neiben würbe, bieg nottoenbig in ber 2)urd^j[d^nittö^ 
Knie i beiber (Sbenen gefd^el^en. 3)a aber a paraKet mit h ift, 
fo ift bieg nid^t möglici^, eg niu§ alfo a paxaUtl jur @bene jE fein. 

§ 14. Sel^tfa^: SBenn eine Sinie a mit einer (Sbene E 
paxaiUl ift, unb man burd^ a eine (Sbene tegt, toeld^e bie 
®benei7fd^neibet, fo ift bieSJurd^fd^nittglinie ^jarallel juö. 

Söetoei^: Sßeibe Sinien liegen in berfelben ©bene unb tonnen 
fid^ nid^t fd^neiben, tt)eil ber ©urd^fd^nittg^junft in E Kegen 
müfete; nun ift aber a paraKel ju E, folgfid^ mu§ bie SJurd^- 
fd^nittSlinie ^jaraUel ju a fein. 

§ 15. Sel^tfa^: SBenn eine öon mel^reren ^jarallelen 
ßinien ju einer (Sbene E porallel ift, fo finb aud^ bie 
anbern Sinien ^jarallet jur ^htnt E, faUg fie nid^t in 
biefer (Sbene Hegen. 

a5ett)eig: Qnm a3ett)eife lege man burd^ bie eine Sinie j. SB. 
a eine Sbene, ttjeld^e bie ®bene E fd^neibet. S)ie 2)urd^fd^nitt8^ 
Knie biejer beiben ebenen ift bann ^jaraKel jur Sinie a, alfo aud^ 
:paraKeI mit ben anberen gegebenen Sinien. 3)arau§ folgt alfo, 
ba§ biefe Sinien aud^ :paraKeI jur ebene E fein muffen (§ 13). 

§ 16. Sel^tfai^: SBenn eine ®bene bie eine öon beliebig 
fielen ^jarallelen Sinien fd^neibet, fo fd^neibet fie aud^, 
toenn man fie nur gel^örig ertt)eitert, alle übrigen ^)ar:= 
allelen SinienJ 

3)er a5ett)cig ift inbireft nad^ bem t)origen @a|e leidet ju 
fül^ren. 

§ 17. Sel^tfai^: SBenn jtoei SBinfel im Jftaume ^jaraUele 
©d^enfel l^aben, fo finb fie einanber gleid^, ober jie er* 
gänjen fid^ ju 2B. ©ie finb einanber gleid^, »enn beibe 
?ßaare ^jaraUeler ©d^enlel gleid^gerid^tetsparallel ober 
wenn beibe 5ßaare entgegengefefet gerid^tet^^jaraUel finb. 
©ie ergänjen jid^ aber ju 2R, wenn bag eine 5ßaar gleid^- 
gerid^tet-^jaraüel, bag anbere aber entgegengcfefet ge- 
rid^tet-parallel ift. 
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aSoraugfefeuttg: BA || ED, BC |l EF. 

aSc^au^Jtung: ^ÄBC---^DEF. 

a3ctt)ei2: auf bcn Jjaraüclcn ©d^cnlcln fd^ttcibe man ftci^ glctd^ 

grofee ©tficfc ab j. 95. BA = iJD; BC = EF unb jic^c ^-E?, 

cjig. 6. ^ AB, CF, AC uttb BF, ®3 cntftcl^ctt 

batttt bic ^ßarattclogratnmc ABEB unb 

CBEFf in bcnen aljo -42) gleici^ unb 

:pataKeI CF ift. S)araug folgt nun 

tt)icber, ba§ ABFC ein ?ßaraKctogramnt, 

alfo AG=BF ift. Sn bcn S)rciccfcn 

"l^ ^^CunbDjE;i?'iftnunabcr^JB=DJ5;; 

JB(7 = EF unb -4C = BF; bic 2)rci^ 

c(fc ftimntcn alfo in aßen brci ©citcn übcrcin, finb mithin fon^^ 

grucnt. S)a nun in fongrucntcn ©rciccfen glcid^cn ©citcn glcid^e 

aSintct gegenüberliegen, fo mu^ alfo ^ ABC = ^ BEF fein. 

SB 8. b. tu. 

Sel^tfai^: 3tt)ei ®bencn finb ^jarallcl, tt)enn in i^nen 
jtoei SBinfel liegen, beten ©d^cnfel paartt)eifc paraUcI finb. 

a3ctt)eig: 3n bcn beiben (£bencn 
JE? unb F liegen bic beiben SBinfel bac 
unb ed/*, beren ©d^cnfcl ^jaraQcI unb 
glcid^ gerici^tet finb. gäUt man t)on a 
baS Sot ag auf bie Sbene F unb jiel^t 
paraöel ju de unb d/* bie Sinien hg nnb 

9 h fo ift 

gh II a6 unb gi || ac, 
folglid^ ift ag _L a6 unb auf ac, b. 1^. 
fenlred^t auf ber (Sbene JE. ®g ift alfo 
E\F, 

§ 18. fie|tfa<f: SBenn bie eine t)on mehreren |)araltelen 
Sinien auf einer @bene fenlred^t ftel^t, fo ftel^en aud^ alle 
onberen auf biefer Sbene fenfred^t. 

aSoraugfe|ung: AB || CB unb AB±E. 
a3e^auptung: CB±E. 

a5ett)eig: Sn ber ®bene E jiel^e man burd^ bie 5ßunfte A 
unb C bie einanber parallelen Sinien AP unb CQ, S)ann ift 



Srio. 7. 



/• 


<7 




A. 


/' 


^ 
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Sig. 8. 




^ BAP=^ DCQ (nac^ § 17), unb ba naä) ber SSorougfcfeung 

BÄP = B ift, fo ift avi6) DCQ = B b. f). DG ±CQ. 3te^c 

xä) ttod^ jtoei anbete ^jaraflele Sinien 

AN unb CJf burd^ Ä unb C, fo 

läfet fid^ auf genau biefelbe SBeife 

jetgen, ba§ CD JL CM fte^t. SBenn. 

aber eine Sinie auf jtoei in einer 

@bene liegenbcn unb fi^ fd^neibenben 

®eraben fenfred^t ftel^t, fo fte^t fie 

auf ber (Sbene felbft fenfred^t, foIg= 

lic^ fte^t CD ± E. 

§ 19. Se^tfai^ (Umlel^rung): SBenn mehrere Sinien auf 
ein unb berfelben ®beue fcnlred^t ftel^en^ fo finb fie alle 
einanber ^jarallel. 

SSoraugfe|ung: 2)ie Sinien a, b, c u. f. ». ftel^en fenfred^t 
auf ber (Sbene E. 

S3e]^au^)tung: a || 6 || c u. f. xo. 

aSetoeig (inbireft): angenommen eS fei a uid^t paraM ju 
h, fo föunte id^ burd^ ben gu^punlt öon a eine 5ßarallele ju 6 
jiel^en, fo müfete biefe nad^ htm borigen ©afee fenfred^t auf E 
[teilen. SBir l^ätteu alfo nun in bemfelben 5ßunlte jwei Sote auf 
ber Sbene E, toag nad^ bem frül^eren @a|e uumöglid^ ift. Unfere 
Ännal^me mn^ alfo falfd^ fein, b. 1^. eS mu§ a || i fein; toa« nun 
t)on biefen beiben Sinien gilt, gilt aud^ bon ben anbern. SB. j. b. xo. 

§ 20. Selrfa^. ^parallele Sinien fd^neiben biefelbe 
@bene unter gleid^en Sleigungötoinfeln. 

Um bie^ ju betoeifen fonftruiere man für jiebe ber Sinien il^ren 
SReigungöwinfel; e2 entftel^en bann lauter red^ttoinllige 5E)reiedfe, 
in weld^en bie ju ben SWcigung^toinleln gel^örigen ÄontpIemcnt= 
toinfel fämtlid^ glcid^ finb, cg muffen alfo bie Sieigung^toinfet 
felbft einanber gleid^ fein. 

§ 21. Sel^rfa^: SQSenn eine Sinie ))arallel ju einer 
ebene ift, fo l^aben alle i^re 5ßunlte gteid^en abftanb 
bon ber ®benc. 

aSetoeiö: gäöt man bon jwei beliebigen 5ßunlten ber Sinie 
Sote auf bie (Jbene unb öerbinbet i^re gu^punhe burd^ eine ge* 
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tabc ßittic, fo cntftcl^t ein Jftcd^tcd, beffcn gegcnübcrlicgcnbe ©citcn 
alfo glcid^ ftttb. 2)a bicfcg bic bcibcn Slbpänbc ftnb, fo tft alfo ber 
©a| bctotcjcn. 

§22. Sel^tfa^: @inb jipct fünfte einer Sinte t)on 
einer Sbene gleid^ toeit entfernt nnb liegen fie auf ber- 
felben ©eite biefer (Sbene, fo ift bie Öinie parallel jur 
@bene. 

gäQt man öon jtt)ei ^ßunften ber ßinie bie Äbftänbe big jur 
(Sbene, fe|t biefe ate gleid^ öorauä unb t)erbinbet i^re gu^punlte 
burd^ eine gerabe Sinie, fo ift bie entftel^enbe gigur ein Jfted^tecf, 
in xodä)tm atfo bie anbem beiben Seiten paraöel finb. golglid^ 
ift bie Sinie Jjarattel jur ®bene. 

§ 23. giel^t man t)on einem 5ßun!te au^erl^alb einer Sbene 
Sinien nad^ ben öerfd^iebenen 5ßunften ber @bene, fo ift ia^ 
Sot bie fürjefte aller biefer Sinien, unb fie werben um fo länger, 
je tt)eiter bie gu^punfte ber Sinien öom gufepunft beS Soteg 
entfernt finb. SBaS ferner bie 9ieigunggtt)infel ber Sinien gegen 
bie (Sbene betrifft, fo finb biefe um fo größer, je näl^er ber gu§= 
punft ber Sinien bem gußpunft bcg Soteg ift, fie finb um fo 
Heiner, je tt)eiter ber gufepunft ber Sinien öom gu^punft be§ 
SoteS entfernt ift. 3)ie 9ieigung§tt)infel finb aber alle gleid^, tt)enn 
bie gufepunfte ber Sinien öon bem beS SoteS gleid^ mit entfernt 
finb. Sn biefem gaKe liegen bie gu^punfte ber Sinien fämtüd^ 
auf einem greife, beffen SRittcIpunlt ber gufepunit beS Soteg ift. 

B. ^titttt ^Betten uub Sittiett. 

§ 24. @rf lärung: SBenn jwei Ebenen E unb F \xä) in einer 
2)urci^fd^nitt8Unie-4^ fd^neiben ol^ne über biefe Sinie l^inaug ver- 
längert ju fein, fo teilen fie ben fftaum in }tt)ei Steile, t)on benen 
jleber einglöd^enttjinfel l^ei^t. 3)ie Ebenen E unb F l^eifeen bie 
©d^enlel be8 gläd^ennjinfetö, bie Sinie AB l^eifet bie @ d^ eitel - 
!ante bc8 gläd^entoinlelg ober aud^ nur Äante. (Sni^tet man nun 
in einem 5ßunfte S ber Äante AB auf berfelben ein Sot in jeber 
«bene (HG in F unb HK in E), fo Reifet ber SBinfel OHK 
ber 9ieigunggtt)inlel ber beiben ®bcnen F unb E gegen einanber. 
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3)abei ift c3 gt^td^ÖÖ^S tt)o ber ^unft H liegt; benn nimmt man 
M in AB an nnb errid^tct aud^ l^ier bie beiben Sote MN nnb 
JlfPauf ^B, foift 

^ UMP = ^ ÖHJT 
als SBinfel mit ^jataMen nnb im 
felbcn ©inne gerichteten ©d^en^ 
fein. (Sg giebt alfo jn jiebem 
gtäd^cntoinfelnnr einen ein- 
ätgen9ieignngStt)inIeI. Unter 
bem glSd^enwinfel zweier 
©benen foll immer ber ber 
Sonfaöen/alfoberfpileaBin- 
fet öerftanben werben. Sft ber 9ieignngött)infel jnjeier 
ebenen ein red^ter, fo fagt man, bie ®bcnen [teilen fenf* 
rec^t anf einanber. 

f^olgetungen. 

§ 25. 1) 2)ie S)urd^jd^nittglinie jweier (Sbenen fte^t auf ber 
ebene beg 9ieigunggtt)infefö beiber fenfred^t. 

2) ^Vi gleid^en gläd^ennjinleln gel^ören gleid^e 9leignng§tt)inlcl. 

3) SWeben-gläd^entoinlel entftel^en, wenn bie fid^ fd^neibenben 
ebenen über bie ©d^nittünie erweitert werben, ^votx fold^e Sieben:^ 
fläd^enwinfet betragen ftet« jufammen 2B. ®benfo cntftel^en auc^ 
©d^eitet gläd^enwinfel. 3e jwci ©d^eitetgläd^enwinfel finb einan= 
ber gleid^. 

4) ©d^neiben fid^ beliebig öiele ebenen in einer geraben 
ßinie, fo ift bie Summe aHer gläd^enwinlel um biefe Sinie l^erum 
gleich 4 redeten gläd^enwinfeln. S)ie Summe ifirer SReigungSwinfel 
beträgt ebenfalls 4jB; benn fd^neibet man bie Sinie burd^ eine 
ebene fenlred^t, fo entftel^en bie SReigung^winfel, bie bann ate 
SBinfel in ber ebene um einen 5ßun!t l^erum sufammen 4-R betragen. 

§ 26. Se^rfa^: S^^ei ebenen ftel^en fenfred^t auf einan- 
ber, wenn bie eine burd^ eine Sinie gel^t, weld^e auf ber 
anbern fenfred^t ftel^t, ober wenn fie mit einer fold^en 
Sinie parallel ift. 
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12 I. OTfd^nitt, 

SBoraui^fclung: AB JL E unb ®benc F gcl^t burd^ AB. 
Scl^auptung: J^JLi?. 

SBetoeiS: 3tn 5ßuttlte JL bcr ©bcnc i? crrid^tc td^ in bicfer 
eine ©enfred^te ^C auf ber ©urd^fci^nittgtinie OH Beiber @benen. 

fjig lö ®^"^ i*^^* ^^^ ^^^ SSotauSfelung AB 

ouf GH unb auf AG fenlreci^t. (£2 ift 
alfo ber SBinfet BAG = B. S)a nun 
biefer SBinfel jugleid^ SReigungStoinlel 
beiber (Sbenen ift, fo ftel^en alfo bie 
®benen F unb E fenlred^t auf einanber. 
SBütbe aber bie ®bene F nxä)t burd^ 
AB gelten, fonbern toöre fie paraQel ju 
AB,\o fönnte ntan burci^ AB eine ®bene 
legen, toeld^e bie Sbene F in einer Sinie fd^neibet. 2)ann ift biefe 
5E)urd^fd^nittSünie ^jaraM ju AB, ftcl^t alfo fenfred^t auf E. @2 
mufe alfo aud^ bie Sbene F nad^ bem erften Xeit biefer Sel^rfa^eö 
fenfred^t auf E fte^en. 

S^f^l- 8^^i fi^ fd^neibenbe ©benen ftel^en alfo auf ber 
(Sbene il^re^ 9ieigung8tt)in!d2 fentred^t. 

§27. Se^tftt^: 1) S33enn fi^ jttjei ebenen fcnfred^t 
fd^neiben, unb in ber einen @bene eine Sinie liegt, toeld^e 
auf ber 3)urd^fd^nitt8tinie beiber ebenen fenfred^t ftel^t, 
fo ftel^t fie aud^ auf ber anberen ebene fenfred^t. 

2)a nämlid^ bie Sinie auf ber 2)urd^fd^nittgünie beiber &mtn 
unb auf ber Sinie, mit toetd^er fie ben 9lcigung8toinIeI beiber 
ebenen bitbet, fenfeed^t ftel^t, fo mufe fie aud^ auf ber anbern ebene 
fcnfred^t ftel^en. 

2) ©te^en jttjei ebenen fenlred^t auf einanber, unb 
errid^tet man in einem fünfte ber ©urd^fd^nittSUnie ein 
Sot auf ber einen ®htnt, fo ift bieg aud^ ein Sot auf ber 
anberen ebene. 

2)er »enjeig läfet fid^ leidet inbireft mit ^ilfe t)on SRr. 1 führen. 

3) 2)urd^ eine Sinie AB, toeld^e auf einer ®htnt E 
nid^t fenlred^t ftel^t, lann man ftetö eine ebene legen, bie 
fenlred^t auf E ftel^t; eg giebt jiebod^ nur eine einjigc 
fold^e ebene. 
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SSon ber Sage ber hinten unb Ebenen im 9laume. 13 

aScnjcig: SBon einem betiebigen fünfte P ber Sinie AB ffiüe 
man ba« Sot P^ auf E, bann fann id^ burd^ AB unb P^ eine 
6bene legen, bie fenlred^t auf E fte^t. angenommen nun e8 gäbe 
nod^ eine jWette (gbene, bie fenfred^t auf ^^^ ^^ 

E töäre, i. 85. AMNB, fo müfete ba8 
t)on P auf MN gefaßte Sot P(2i, (nac^ 
9lr. 1) fen!red^t auf jE [teilen. 6« njären 
atfo öon P auf E itoei Sote gefaßt, »aö 
nad^ bem frül^eten @a|e unmöglid^ ift. 

®araug folgt jugleid^, ba§ ade Sote, 
toelc^e man t)on aüen ?ßunlten einer Sinie 
-ä.J8 im SRaume auf eine ®bene E fäQen lann, in einer ßbene 
liegen; il^re gu^unlte bilben eine gerabe Sinie. 

§ 28. Sel^tfai^: ©teilen jtoei fid^ fd^neibenbe (Sbenen 
auf einer britten ^htrxt fenfred^t, fo ftel^t aud^ il^re Surd^- 
fd^nittglinie auf ber britten (Sbene fenlred^t 

S3etoeig: Um bie8 ju bett)eifen errid^te vxaix in bem ?ßunfte, 
in bem bie britte ßbene t)on ber ©urd^fd^nittöKnie gefd^nitten toirb, 
eine ©enfred^te auf biefer @bene. S)iefeg Sot mu§ bann in jeber 
ber beiben fid^ fd^neibenben ©bcnen liegen nad^ bem ©a|e: ©teilen 
jtoei Ebenen auf einanber fcnfeed^t unb errid^tet man in einem 
?ßunfte ber S5urd^fd^nitt8linie ein Sot auf einer biefer ©benen, fo 
liegt bieg Sot aud^ in ber anberen ®\>txit. ®a8 Sot mufe atfo 
bie ®urd^fd^nitt2Knie felbft fein. 

§ 29. Se^rfai^: SBenn jwei :paranele ebenen F unb G 
eine britte ®bene E fd^neiben unb bie eine t)on beiben 
ebenen j. 83. jP fenlred^t auf E fte^t, fo fte^t aud^ bie 
anbere ®bene G fenlred^t auf E. 

aSetoei«: 2)a bie beiben ®benen F unb E auf einanber fenl- 
red^t ftel^en, fo fann id^ in einem 5ßunfte ber 2)urd^fd^nittglinie 
eine ©enfeed^te ju F errid^ten, bie bann aud^ in E liegt, unb um« 
geleiert eine ©enfred^te auf E errid^ten, bie in F liegt. S)a nun 
bie iute|t genannte ©cnlred^te mit ber ®bene G paraöel ift, fo 
mu§ aud^ G±E fein. 

§30. Sel^rfai^: (Srrid^tet man in einem $untte ber 
S)ur^fd^nitt2ünie jweier ebenen E unb F ein Sot auf 
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I. TOf^nitt. 



Sig. 12. 




jcbcr Sbcttc, fo ift bcr SBtnfcI, bcn bcibc Sotc mit cinan- 
bcr bilbctt, glctd^ bcm Sictgung^totttf cl bctbcr ©bcncn ober 
er ift ba^ ®VippUmtnt jum Steigung^toinfel. S(tö SleigungiS- 

toinfel gilt getoöl^ntid^ ber fpi^e 

bet bcibcn gcbitbctcn SBinlcL 
»ewci«: ©g fei ^B X JP 

imb ÄC±E, bann Wirb be^ 

l^auptet, ba^ 

SRan errid^te in F bie Sinie 
J.JS:j. MN unb in jB bie Sinie 
ÄH±MN, bann ift JO ff bcr 
Srteigunggtoinlei beiber ©benen. 
2)a nnn aber AB, ÄC, AK nnb 

J.J? in einer (Sbene liegen unb ba bie SBinfel BAK unb CAS 

redete SBinfel finb, fo ift 

BAC+KAH^2R. 

§ 31. Se|rfai^: gätit man öon einem 5ßunfte A inner= 
l^alb jtoeier fid^ fci^neibenben (Sbenen ein Sot auf jiebe 
ber beiben ebenen, fo ift ber SBinlel, ben bcibe Sote mit 
einanber bilben, baS ©u^jplement jum 9letgung8»infel. 

aSetoei«: ®g fei AB ± E unb AG± F unb man lege burd^ 
AB unb AC eine (Sbene, fo fd^neibet biefe E unb F refp. in 

ben Sinien BB unb CD, unb 
in bem »ieredt ABCD ift 
BAC'\:BBC^2B, 
ba J.Bi) unb J-CD nad^ ber 
Äonftruftion Siedete finb. @S 
bleibt alfo nur nod^ übrig ju 
bereifen, bafe BBC ber 9iei^ 
gung8tt)infel beiber ebenen E 
unb F ift. 2)a bie Sbene ABCB auf i? unb F fenfred^t fte^t 
afe ebene, bie burd^ ba« Sot AB unb aud^ burd^ AG gelegt 
ift, fo mn^ anä) j[ott)o^I E atö jP auf ABCB fenfeed^t fte^en, 
alfo ift auc^ MN±ABCB. e« fte^t aljo BB unb CB fenf* 



gig. 13. 
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SJon bcr Soge bcr Stnien unb @6encn im 9loume. 15 

red^t auf MN unb c^ ift alfo -^ GDB bcr gicigungStoinfct beiber 
(Sbenen. 

§ 32. fieljtfai^: SBcnn eine Siuie auf gtt)ei ebenen 
fenfrec^t fielet, fo finb biefe ©benen paralleL . . 

SettjeiS: S)te Sinte möge bie ®benen 
E unb jP in J. unb B fd^neiben. Ängenoms ^^* ^** 

men nun bie ©benen E unb JP' tt)ären nid^t 
parallel, fo »ürbcn bie ©benen fid^ in 
einer geraben ßinie jd^neiben unb man 
fönnte einen ?ßunlt C biefer S)urd^fd^nitt2- 
ttnie mit A unb B öerbinben. S)ag enfe 
ftel^enbe 5E)reiedf -4B(7 toürbe bann aber 
jtüei redete SBinlel l^aben, nämlid^ bei A 
unb Bf tt)a8 aber unmöglid^ ift; begl^alb 
vm^ aud^ unfere Sfnnal^me falfd^ fein, eg 
mu§ alfo bie (Jbene jE paraKel F fein. 

§ 33. fieljrfai^: ©d^neibet eine Sinie jwei jjaraUele 
ebenen unb ftel^t babei auf einer ber beiben ®benen fenf^ 
red^t, fo fielet fie aud^ auf ber anberen (Sbene fenfred^t. 

SSorau8fe|ung: (Sg fei bie ebene jB||i^ unb bie Sinie 
AB1.E, 

»e^au^Jtung: AB±F. 

aSetoei^: STOan lege burd^ AB eine ebene ABCD, fo ent:= 
ftel^en bie beiben parallelen ©urd^f^nittS- gig. 15. 

iinien AG unb BD\ aug ber SSorauö- 




rvt 



NT^ 



fefeung folgt nun, ba| AB 1.AC ift, 

e§ mu^ alfo aud^ AB _L BB fein. SÄan 

lege nun nod^ eine itt)eite ebene burd^ 

AB, bann entftel^ett bie parallelen ©urd^- 

fd^nittglinien AH unb BO, unb AB 

ftel^t fenlred^t auf AH, folglid^ aud^ fenf= 

rec^t auf BQ. eg fte^t alfo AB \tnh 

red^t auf BB unb BG, alfo fenhed^t auf ber ebene F, xo. 

j. b. xo. 

§ 34. Seljrftt^e: 1) SBenn jnjei fid^ fd^neibenbe Sinien 
in ber einen E t)on jnjci ebenen E unb F parallel mit 
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I. W>\^niit, 



Sig. 16. 





ö^v.^-^fl^ 




jtoei fid^ fd^ncibenbcn Sitiieti in bcr anbeten ßbene F 
finb, fo finb beibe ©benen parallel (gig. 16). 
JBorangjlelnng: AB B ah; CD || cd. 
»e^anptnng: E\\F. 

»ettjet«: ^aÄB || ah, CD g cdiftfo iftanci^:Df J.-RD=arrf 
nnb ABC = arc afö SBinlel mit parallelen unb in gleid^em 

Sinne gerid^teten ©d^enfetn. S)a 
ober bie ©benen fotd^er SBinfet par^ 
aUel finb, f o nin| -B || jP fein. 

Folgerungen: 1) 3)urd^ einen 
?ßunft P im Jftaume läfet fid^ ju 
einer®beneJ&nur eine parallele 
(Sbene legen. 

Senieig: eingenommen ed gäbe 
burd^ P jttjei Sbenen 1^ unb 6r, bie 
parattei ju E vo&xtn, bann fönnte 
man burd^ P eine (Sbene IT legen, 
nield^e E fd^neibet. @d n)ärben bann brei 2)urd^fd^nittdlinien 
mit ben brei ©benen E, F unb G entftcl^en, bie mit e, f, g be^ 
jeid^net werben mögen, unb e8 mü^tc e || /* unb e\g fein, tt)or= 
au« bann f \ g fid^ ergiebt. 2)a aber /* unb g fid^ im Jßunfte P 
fd^neiben, fo fann f nid^t porattcl g fein, eg mu| alfo unfere An« 
nal^me falfd^ fein, b. ^. e2 lann nur dm burd^ P gelegte paraQele 
gig. 17. (Sbene ju E geben. 

.^ 2) aßenn eine ebene E 

paraUei gu jtoei fid^ fd^nei* 
-B benben Öinien ift, fo ift fic 
mit ber ^htrxt parallel, in 
weld^er biefe Sinien liegen. 

3um S3e»eife lege man 
burd^ iebe ber beiben Sinien AB 
unb CD eine ebene, »eld^e bie 
ebene E in jtoei Sinien fd^neibet, 
bie parallel iVi AB unb CD finb, 
bann mfiffen nad^ bem fräl^eren Sel^rfa^ (§ 34) bie beiben ebenen 
E unb bie, tt)elc^e AB unb CD enthält, parallel fein. 
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SSott bet ßagc bcr Smien unb ©bencn im 9?oume. 17 

3) 3)urci^ eine Sinie -4B, bie ^jaraUel ju jE ift, fann 
man ftet^ nur eine einjige :parallele @bene legen. (Sig.lT.) 

aSettJeiS: 3Ran fd^neibe bie Sinie AB in einem beliebigen 
5ßuttfte P burd^ eine (Sbene J', toeld^e bie ®bcne E in NM fd^neibet. 
S)ann stelle man burd^ P in ber ®bene F eine parallele ju Jf JT, 
nämtid^ CD, unb lege burd^ AB unb CD eine Sbene, bie bann 
nad^ bcnt vorigen @a|e ^jaraöet gut ®bene E ift. 3lu8 ber golge^ 
tung 1) ergiebt fid^ bann fofort, ba§ eg nur eine einjige Sbene 
burd^ AB geben fann, bie parallel ju E ift. 

4) Segt man burd^ einen 5ßunft P im Jftaume mit 
einer ©bene E eine parallele ßinie AB, unb eine ju E 
parallele (Sbene P, fo fällt AB in bie (Sbene P. 

a5en)eig: Slngenommen -4P fiele nid^t in bie (Sbene P, bann 
lönnte man burd^ AB eine (Sbene parattel ju P legen; tt)ir l^ätten 
bann burd^ P unb ^P jttjei Ebenen paraQel ju E, toag nad^ ber 
^Jotgerung 3) unb 1) nid^t mögtid^ ift; eg mu§ alfo J.P in ber 
®benc P liegen, tt). j. b. tt). 

5) @inb ixoti ®benen P unb P berfetben britten 
@bene G parallel, jo finb aud^ P unb P einanber 
t)aranel. 

6) Sine ®bene, tt)eld^e eine.öon jtt)ei parallelen 
®benen fd^neibet, fd^neibet ge^rig ertt)eitert aud^ bie 
anbere. 

7) eine (Sbene, tt)eld^e eine Sinie fd^neibet, fd^neibet 
gel^örig erweitert aud^ jebe mit biefer Sinie parallele 
&htnt F. 

.8) eine Sinie, ttjeld^e eine öon jtt)ei parallelen 
ebenen f^neibet, fd^neibet gel^örig verlängert aud^ bie 
anbere. 

9) Sft eine Sinie parallel ju einer öon jnjei paralle- 
len ebenen, fo ift fie aud^ parallel mit ber anberen ebene. 

10) 3ft eine Sinie AB mit jtoei fid^ fd^neibenben 
ebenen P unb P parallel, fo ift fie au^ parallel mit 
ber ®ur^fd^nitt8Unie MN biejer ebenen. 
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18 I. «BWnitt. 

SBctoci«: Segt man burd^ bic ßtnie AB nnb burd^ einen 
^unft P bcr Sinie MN eine ®bcne 6r, fo fd^neibet G bie 
©benen E unb F in ßinien, bie pataQel ju J.J5 finb, nad^ bent 
©a|e: ,,3ft eine Sinie AB ^jaraHcI jn einer @bene E unb legt 
man burc^ AB eine Sbene, »etd^e E fd^neibet, fo ift bie SJurd^- 
fd^nittölinie :paranel ju AB". S)a nun aber beibe 2)urd^{d^nittg= 
Knien burd^ P ge^en, fo muffen fie in eine einjige jufammen- 
fallen, unb ba nur eine einjige Sinie beiben (Sbenen E unb F 
angehören fann, fo mu| biefe Sinie bie 3)urd^fd^nittStinie MN 
gig. 18. ber Sbenen E unb F fein. 

^/i 11) ^Parallele ©benen »erben 

t)on einer geraben Sinie unter glei* 
7 d^en 9ieigung2tt)infeln gefd^nitten. 
aSetoeig: gäQt man öon einem be= 
Kebigen ^ßunfte 6r biefer Sinie ein Sot 
auf bie ®benc E, fo ftel^t cg verlängert 
7 aud^ auf bcr (Sbene F fenlred^t. 2)ie 
SReigungätoinlel ABJ unb ÖCjBT finb 
gleid^ ate ©egentoinlel an ben ^parallelen 
/d BJ unb CH gefd^nitten t)on AD. 

12) ?ßaraMe Sinien jtoifd^en paraMcn (Sbenen finb einanber 
gteid^. ©teilen biefe Sinien auf beiben ©benen fenfred^t, fo toirb 
jebe berfelben bie Entfernung ber (Sbenen t)on einanber genannt. 
62 folgt baraug ber @a|: ^ßarallele ebenen finb ftetg gleid^ 
toeit t)on einanber entfynt. 

Sett)ei2: Segt man burd^ jtoei ber paraMen Sinien eine 
ebene, fo entfielet im erften 5aQe ein Parallelogramm, in bem alfo 
bie gcgenüberliegenben Seiten gleid^ finb, im jmeiten gaöe ent^ 
ftel^t ein Sied^tedf. 

13) Unter allen Sinien, bereu enb^junfte in jtoei 
paxtiUUn ebenen Hegen, ift bie auf beiben ebenen fen!- 
redete bie fürjefte Sinie. 

14) ©inb jttjei fid^ fd^neibenbe ebenen jE unb F jtoeien 
anberen fid^ fd^neibenben ebenen O unb H parattel, fo 
finb bie S)urd^fd^nittglinien einanber parallel 
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aSctocig: 3ft bie Sbenc -B| 6? unb -F|| H, fo lann nic^t 
I^y 6r fein; man üerlöngerc fte, btö fie fid^ in XF fc^ncibcn. 
S)ann ift XZM-B unb Zr|| CD, folglich ift auc^ ^-B || CD. 



Siß. 19. 



2fig. 20. 





§ 36. 8e]|tfai^: ^ßarallele (Sbcncn fc^ncibcn üon bcn 
©d^cnfeln eine« SDäinfel« proportionale ©tücfc ab. 

Setoei«: SRan lege burd^ bie Sinien ÄF unb ^6r eine 
@bene, toeld^c bie parallelen ©benen in ben paraHcIen Sinien BD 
unb CK fc^neibet; paraKele Sinien fd^neiben üon ben ©d^enleln 
eineiJ SBinletö proportionale @tüde ab, folglich üerl^ält fic^ 
AB: BC=^ÄD: DK, tu. j. 6. tt>. 

§ 37. 8e|tfa^: SBenn jtoci parallele (Sbenen E unb F 
t)on einer brltten Sbene G geschnitten toerben, fo ent^ 
ftel^en an jeber ber beiben parallelen ©urc^fd^nittglinien 
AB unb CD üier gläc^entoinfel; aud^ l^ier unterfd^eibet 
man ©egen^gläc^entoinfel, SBed^fel-gläc^entoinlel, ent^^ 
gegengefefetc gtä^entoinlel. ®g gelten babei bie @ä|e: SDäenn 
jtt)ei parallele ebenen t)on einer britten burd^fc^nitten 
toerben, fo finb je jwei ©egen^gläd^entoinfel, ober je 
jtt>ei aBed^feI==gIäd^entt)infeI gleich unb je jtoei entgegen- 
gefegte gläc^entoinfel betragen jufammcn jtoei SRed^te. 

S5ett)ciS: Um bieg ju betoeijen, burc^fd^neibe man bie brei 
ebenen burd^ eine üierte ebene, bie auf ben S)urd^fd^nittStinien 
AB unb CD fenlred^t ftel^t. es entftcl^cn fo bie SleigungSwinfet 
HJK unb LMN. S)icg finb jwei ©egen-gtäc^^ntoinfel, unb ba 

2* 
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I. Slbfd^nttt. 



Sfi9. 21. 




ftc paxaUtU unb glcic^gerid^tcte ©c^cnlcl Iiabcn, f o finb ftc einanber 
gleid^; ober ba fic in bcrfclben ©bcnc liegen, \o finb fie gleid^ al§ 

©egentoinfel an ben paxaUtUn 
Sinien JJTnnb MN gefc^nitten 
üon HM. gbenfo läfet ftd^ 
geigen, bafe bie 3ßt6)'\tU%lää)tn^ 
»in!el j. 85. J?JJr nnb PMQ 
u. f. tt). einanber gleich finb als 
ebene SBec^fetoinlet 

§ 38. 8el|tfa^: errichtet 
man in ber SleignngSebene 
jtoeier fic^fd^neibenben ebe- 
nen anf jebem ©c^enfel be§ 
SReigunggiDinfetS ein Sot, fo ift ber SBinlel, ben biefe 
beiben fiote mit einanber bilben, gleich bem SleignngSs 

lüinlel ber beiben ebenen. 
SBoranSfe|ung: 
cf±E; he±F. 
S5e]^anptnng: « = /3. 
Seiüeig: 3n bem red^fe 
jTf toinMigen ©reied hde ift: 
a + y^lR, 
in bem red^ttoinfttgen S)reiedE ace ift ^ + y = l J2. 

a+y=ß+y 
a = ß. 

§ 39. Sel^rfail;: ©tel^t eine in einer ebene E gezogene 
gerabe Sinie AB anf einer in berfelben ebene liegenben 
geraben Sinie GH nnb jngteid^ and^ anf einer gegen bie 
ebene E fd^ief gerid^teten ©eraben CG im ©d^nittpnnfte 
G fenfrec^t, fo mnfe baS an^ irgenb einem $ßnnfte C ber 
teftteren anf bie Sinie GH gefällte Sot anf ber ebene 
fenlred^t ftel^en nnb eS ift alfo GH bie ^ßrojeftion üon CG. 

»orangfefenng: AB _L GH nnb AB ± CG. 

»e^anptnng: CH±E. 
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m- 83. 




SBcwcig: Slngcnommcn CJ? ftätibc ntd^t auf ber Sbcttc E 
fenfrcd^t, fo fönttte man bag 2ot CD auf biefc Sbenc fäOcn, unb 
G mit D üerbtnbcn. 

^a^ ber SBoraugfefeung ift 
CG±ÄB unb DG 
bic 5ßroicftion t)on CG, fotglid^ ift 
DG± AB. Sflaä) ber SBorauSfe^ung 
ift aber GH± AB. SBir Ratten alfo 
im $ßunflc ö auf ber ®eraben AB 
jtt)ei Sote errichtet, toa« unmöglid^ ift. 
®S mu| atfo unfere Slnnal^me, bafe CJS 
nic^t fenfred^t auf ber Sbene E ftel^t, 
falfd^ fein, eg mufe alfo CH±E fein. 

§ 40. ge^tfa^: Son alten SBinfetn CGH, CGD, CGE 
u. f. tu., lüeld^e eine gegen eine @bene X fd^ief gerichtete 
gerabe Sinie CG mit ben au^ xi)xtm S)urc^fd^nittSpunft 
G mit biefer Sbene in biefer lefeteren gejogenen geraben 
Sinien CH, GD, GE u. f, to. bilbet, ift ber JBinlel CGE, 
ttjeld^en biefe Sinie CG mit il^rer ^roieltion einfd^Iie|t, 
ber fleinfte, unb fein Syiebennjinlel CGJ ber größte. 
SSon ben übrigen SBinfeln ift immer berjenige größer, 
beffen $roj[eItion in ber Sbene X größer ift, nämlid^ 
CGF>CGE. 

2Ran fann ferner, njenn biefe Sinie CG mit irgenb 
einer, auf ber einen ©eite ber 5ßroj|eftion GH, in biefer 
@bene Hegenben geraben Sinie GD irgenb einen SBinlel 
CGD bilbet, auf ber anberen ©eite ber ^rojeftion in 
ber Sbene eine gerabe Sinie GE jiel^en, mit toeld^er fie 
einen gleich großen SDäinfel, xiQim\\6)CGE=CGD, bitbet, 
aber auc^ nid^t mel^r aU einen einzigen fold^en gleid^en 
SBinfel. 

3um »eiüeife fäOe man üon C ba8 Sot CH\ bann ift GH 
bie ^rojeftion t)on CG auf bie @bene X. gemer mac^e man 
GD^GH 

S)a nm CH1.X ift, fo ift CH<CD unb e8 ift in ben 
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S)reie(fen CaHmb CGD, CR < CD, GH= GD unb CG-^CG, 
gi». M. folglich mu| ^CGH<^GGB fein, 

auf gleid^e SBeife läfet ftd^ ber »e^ 
weis für jcbcn anbeten SB3in(d filieren, 
e« ift alfo CGH ber Heinfte SBinlel. 
Verlängert man HG unb DG nac^ J 
unb JSTl^in, fo ift in ber ®6ene CJH, 

■^CGH-\-CGJ'^2B, 
unb in ber ©bene CKD ift 

CGD + CGK=2B. 
golglic^: C7öfl" + CGJ= CGD + CGä:. 

S«un ift ober: CGH < CGD 

folglich: CGJ > CGK. 

SBenfo lält ftc^ s^ifl^«/ ^^6 ^^^'«'^ gtö^er ats jeber ber on* 
bereu SBinfcI ift, er ift olfo überl^oupt ber größte. 

Um nun ben brüten Xetl beS @a|e8 ju beweifen, fei bie 
«ßrojeltion FGH be8 SBinfete CFG größer olg bie ^ßrojeltion 
Ä^GD beS SBinfcIg CÖD. SRan mad^e GD^GF unb jie^e 
no(^ iTJ, HD, CF unb CD. 

a)ann ift in ben ©reieden DGH unb FGH olfo 
G2)==GfF 
GJJ— (?H 

folglich HF > HD 

ebenfo: CJP > CD. 

Sn ben ©rrieden CGF unb C7GI> ift olfo 
CF > Ci) 

folglich ^ C(?i?' > CGD. 

S)o8feIbe lä^t fid^ öon je jtoei anberen SBinfeln ebenfo Betoeifen. 
S)er öterte S^ett bes @o|e8 läfet fl(!^ fotgenbermo^en betoeifen. 
@8 bilbe CG mit GD ben SBinfel CGD, beffen ^roieftion 
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HGB jet. Stt ber Sbeitc X lege ntan auf ber anbcren Seite 
üon S^ß ben SBinfel fl^6?J5J = JTÖ2) an, mac^e (?D = ^-E 
unb itel^c EB, HE, CD unb CE. 

S)ann ift in ben ©reiecfen OHD unb G^fi"^ 
GB=GE 

f olgtic^ ift EB^HE 

unb alf CB = C^. 

3n ben beiben S)reieden (76? D unb (76?^ ift aljo 
CD = C-E 
GB = GE 
CG = CG 
folglich ift ^GGE=^CGB. 

SBäre eg möglid^ an ber anberen ©eite üon öfl au|er bem. 
SBinfel CGE nod^ einen anbcren SDäinfel GGF anjutragen, ber 
gleich bem SBintel GGB wäre, fo ntüfete GGF == CGE fein, 
toa^ mä) bem britten Seil biejeg ©ofeeg unmögtid^ ift; eg tä|t 
fid^ alfo nur ein einjiger SBinfel antragen, ber gleid^ CGB ift 

S)arau8 ergeben fid^ unmittelbar bie folgenben Sel^rfäfte, üon 
benen wir fpäter ©ebraud^ ju mad^en l^aben. 

§ 41. 8e]|tfai^e: 1) SBenn eine gegen eine ©bene fc^rag 
geri^tete gerabe Sinie mit jweien in berfetben burc§ 
il^ren gu^punft gejogenen Sinien flleij§e SBinfet ein^ 
fd^Uefet, fo liegen biefelben ju üerfd^iebenen Seiten ber 
5ßroj|eftion (fjigur 25). 

2) SBenn eine gegen eine ®bene fd^rfig gerid^tete 
Sinie mit jwei in berfelben burd^ il^ren gu^punft ge:^ 
jogene Sinien ttngleid§e SBinfel einfc^Iiefet, fo fönnen bie^ 
felben entweber auf berfelben ober auf üerfd^iebenen 
©eiten ber ^ßrojeftion liegen (gig. 26). 

3) S)er SBinfel, ben eine gegen eitte ®bene fd^räg ge:= 
richtete fiinie mit einer in berfelben burd^ il^ren %vl^- 
pvintt gejogenen Sinie einfd^Iie^t, ift jugleid^ ein fpi|et 
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ober ftumpfcr SBinfcI mit bcm SBittlel, ben i^re 5ßro: 
jcltion mit bcrfclbcn ®crabcn bilbet. (gig. 27.) 



gi0. 25. 



giß. 26. 





3ft ^ABB = ^ABE, fo 
liegen ^ C-B^ unb ^ CB2) 
auf öerfd^iebenen ©eitcn t)on BC. 



3ft 



^J5F>-4B2)| fo liegen 
AB F> AB El ^CBF 
unb :]^ CBD ouf ber?elben ©eite 
t)on BC ober ^CBF unb 
<^ CB.E ju öerfd^iebenen ©eiten 
t)on BC. 



Sfi9. 27. 




3ft -4BD=1B, fo ift CBD=1B, 
ift ^B-B < lii, jo ift CBE<\B, 
ift ^-B-F > lü, fo ift CBF>1R. 

§ 42. Sel^rfai^: 3u jeber breifeitigen lörperlid^en Scfc 
ift ftetg bie ©umme jioeier ©eiten größer aH bie britte* 
JSoraugfelung: ASB<ASC 
BSC<ASC. 
»e^auptung: ASB + BSC> ASC. 
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85 c» eis: Sd^ trage bie ©eite ASB auf ber größeren ©eite 
ASC t)on AS aug ab; bann ntuB bie Sante SB in bie "SHö)-- 
tung t)on SB foKen. S)ann macfie id^ SB = SB unb lege burd^ 
B unb 2) eine ®bcne, njeld^e bie anberen Tanten in A unb 
G unb bie ©citen in AB, BG mb AG 
fc^neibet. S)ann ift A -4SjB ^ ^ 52), fotg= ^j"' 

lii J.D = -4Ä 3n bem S)reied ^BC ift Jk 

aitxAB + BG>AG. ^amnAB^AD / l'\ 

i% fo ntufe BG>BC fein. 3n ben beiben / / 5 \ 
®reiedfen-B/S(7unb2)S'(7ift aber iS(7= 5(7; / j \ \ 
SB = SB naä) ber fionftruftion, aber A(^'j-'-^'—~>^C 

BC>BG, \^^"^ 

fotglid^ mu§ aud) ber größeren ©eite ber 
größere SBinfel gegenüberliegen b. f). e§ mufe BSG> BSG fein, 
golglid^ mu| aud^ 

ASB + B5C > ^52) + BSG 
fein b. ^. ASB + BSG>ASG, to. 5. b. tu. 

§ 43. fie|tftti^: S)ie ©umme aller ©eitenniinlel einer 
beliebigen lörperlid^en @de ift Heiner als 422. 

aSenjeiS: S)ie förperlid^e Sde, bereu ©pifee S fei, l^abe w Kanten, 
alfo aud^ n©eiten. 3)urd^jd^neibet man oÜe Kanten burc^ eine 
ebene j. 85. ABGBE, fo entftel^en 1) wS)reiedEe, 
t)on benen jebeS t)on einer ©eite ber S)urd^= 
fc^nittsfigur unb jnjei Kanten begrenjt njirb. 
S)ie ©umnte aller SBinfel in aöen biefen S)rei= 
eden ift gleid^ w . 22?; 2) ein n-^df ats S)urd^^ 
fd^nittsfigur, unb bie SBinfel biefeS ©urd^^ 
fd^nittg betragen jufammen (2n— 4)2J. 3) an ^/ 
jeber Sdfe beS S)urd^fd^nitt§ eine breifeitige för^ 
perUd^e @dfe, alfo bie ©dfen bei A, B, G, B, E 
u. f. tu., in »el^en bie ©untme j|e jttjeier ©eitentoinfel größer al» 
ber brltte ift. (£g ift alfo: 

SBA + SBG+SGB + SGB + SBG+SBJE-i > 

ABG+BGB+GBE^ 

S)ie Kufe ©eite biefer Ungleid^ung ift aber bie ©umme ber SBinfet 
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an bcn ©ruttbUttien aKcr S)reiec!e SAB, SBC, SCD u. f. to. 
S)ic redete ©cite aber tft btc ©umme aQcr SBinfcI ciitcg Jßol^gotti^ 
ÄBCDE:,. unb beträgt (2n— 4)ü. iBejeici^nen toir bie ©umme 
aller ©reiedStoinlel mit S, bie ©umme aKer SBinfel an ben ®runbs= 
Knien mit s, fo ift S = 2 . nB, unb nad^ obiger Ungleid^ung 
s > (2w — 4) J?. Sielten lüir üon ber ©umme Ä aller S)reiedi^s 
toinfel bie ©umme ber SBinfel an ben ©runblinien s ab, fo bleibt 
bie ©umme aller ©reiecfgminlel am ©d^eitel ber @(fe b. f). bie 
©umme oKer ©eitentoinlel ber förderlichen @de. ®g ift 

Ä = 2w.E 
s >(2w — 4) -B 
S — s <4B 
b. ]^. bie ©umme ber ©eitentoinlel einer f örperKd^en @de ift Heiner 
afe 4B. 

§44. Sel^rfai^: S)ie SBinfel, weld^e eine üom ©c^eitel 
einer breifeitigen lörperlid^en SdEe ing Snnere berfelben 
gejogene Sinie mit jiüei ©eitenfonten einfd^Uefet, jinb 
jufommen Heiner al8 bie ©umme ber SBinlel, toetd^e bie 
britte ©eitenfante mit eben benfelben bilbct. 

Sel^ouptung: 
ÄSD + DSC < ASB + BSC. 
Seit) eis: 9Ran tege burd^ bie @de 
bie ®bene ABC, lüeld^e bie Sinie in D 
fd^neibet, lege bie Sbene DSC, xoA6jt 
ABC \xi CD jd^neibet unb bie ©bene 
ASD, lüeld^e, über SD erweitert, ABC 
in ber Sinie AE unb bie @bene BSC 
in SE fd^neibet. S)ann ift: 
ASB + BSE>ASE b. ^. >ASD + DSE 
unb DSE+ESODSC 

aljo ASB + BSE+ESC+DSE>ASD + DSC+DSE 

b. ^. ASB + BSOASD + DSC, tt). j. b. lü. 

Stnmerluttfl: S)iefer ©afe cntf^jrid^t bcm geometrifd^en ©afec: 
©rrid^tet man über einer gcraben Sinie atö SafiS jtoei 2)reied[e, öon 
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bcnctt ha^ eine ba^ anbcrc cinfd^ßc^t, fo ift bte Summe bcr cinfd^Hcfeens 
ben Seiten größer aU bie Summe ber eingefc^Ioffcnen. S)cr ©etoeid 
bafür ift genau ebenfo ju führen toie ber obige. 

§ 45. Se|rfai^: SBenn man t)on einem 5ßunfte im Snnern 
einer breijeitigen förperlid^cn @de ein Sot auf j|ebe ber 
Seitenflächen fällt, unb burd^ j[e gtoei berfelben eine ©bene 
legt, fo beträgt jeber ©eitentoinlet ber neu entftanbenen 
©de mit bem gegenfiberliegenben SleigungStoinfel ber gc^ 
gebenen ®de 2B unb umgefelirt. 

S)er SBemeig ift unmittelbar ju fufiren mit §ilfe be2 SafeeS: 
gäKt man üon einem $ßunf te au§er= g.^ 3^ 

I)alb jioeier fid^ fd^neibenben ©be^ 
neu ein Sot auf jebe ber ebenen, 
fo fc^Iie^en biefeSote einen SBinM 
ein, ber fic^ mit bem 9leigungS= 
toinfet ber beiben ebenen ju 2 B 
ergänjt. S)iefer ©aft ift frül^er 
betoiefen. S)urd^breimaUgeSlntt)en= 
bung biefeg ©a|eS ift ber obige 
betoiefen. 

erflärung. 3^ei breifeitige 
edfen, bei benen bie @eitentoin!eI ber einen mit ben gegenüber* 
ücgenben SleigungSwinfeln ber ' onberen jufammen 2R betragen> 
l^eifeen 5ßoIaredfen ober ©upplementaredfen. 

§ 46. &e|rfai^: S)ie ©umme fämtlid^er SBinfet einer 
breifeitigen ede beträgt mel^r al8 2B unb toeniger 
als 6R. (gig. 31.) 

»eioeig: BGE+D0E==^2B 

FHE+E0F = 2B 

DJF + D0F^2B 

gotglic^: {DOE + FEE + BJF) 

+ (DOE + EOF + DOF) = &B. 
S)a aber 

(D OE + EOF + D OF) < 4E > 0, 

ift, fo bleibt 

DGE + FHE+DJF >2B<6B. 
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3i8. 98. 



S)er SSctocte lä^t ftd^ auc§ folgenbcrmafecn fül^rcn: SBejeid^ncn 
A, B, C btc SRetguttgStoinfct an bcn Äantcn SA, SB, SC bcr 
@dc itnb a, /J, y btc gtäcf)cntt)tnlcl bcr 
$ßoIarc(fc, fo ift 

A + a = 2B 

B + ß = 2B 




gotglic^ 



^A + B+C) + (a + ß + y) = 6B. 
S)ic ©ummc bcr ©citcntoinlcl einer ®cfc ift 
Y aber ftet^ < 4B > 0, fotgli^ ift 
(« + /» + y)<4ii>0. 
A + B + C>2B<6B. 
§ 47. Se]§tfai|;: 3n jicbcr üicrf eitigen ®cf c ift bie ©ummc 
bcr bciben ©iagonaltoinfcl größer aU bie ©urnntc bcr 
beibcn gegcnäberUegcttbcn ©citetttoinfet 

SScl^auptungt 
ASC + BSD > ASB + DSC, 

Setoeig: 9Äan bur^fd^neibe bie 
©de mit einer (Sbene, lücl^c fämtlic^e 
Äanten trifft; eg gefd^el^e bieg in A, 
B, C, D, unb lege bie 5DiogonoIebenen; 
jo fineibet ASC bie (Sbene -4B(7D 
in AC, BSD bicjelbe in BD. ®cr 
S)ur^fd^nittöpunft t)on J.(7 unb jBD 
fei JE; bann ift S^ bie ©urd^jd^nittsttnic beiber S)iagonaIebenen. 
@i^ ift bann 

DSE + -EÄC > DSC 
BSE + ASE>ASB 

alfo: . B/g-E + DSF + ^S^ + ESC > DSC + ASB 

> DSC + ASB 




BSD 



+ 



ASC 
tt). j. b. 



tt). 
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IL Slbf(?^ttiti 



Vim ttn kitftxlxiftn (Elken. 

§ 1. &e|tfai^: S)ic ©itmmc jtocicr SBinfct einer brei*: 
jetttgen ©de ift ftetner oI§ 2R plus bcm brüten SBtnfel. 

SeweiS: SBerben bie SBinfel ber ©dfe furj mit A, B, C U- 
jelc^net unb bie entfprec^enben ©eiten ber 5ßoIarede mit a, ß, y, 
fo ift: 

a + /* > y- 

%otm ift 

(180 — -4) + (180 — B)> (180 — C), 

360 - (^ + jB) > (180 — C), 

abbiere bciberfeitS {A + 5), fo tüirb 

360>180 — C+(4 + B), 

180> -^C+iA + B), 

abbiere beiberfeitS C, \o folgt 

180 + C >(^ + B) 
ober 

^ + B < 180 + (7 



ober 

daraus folgt aud^ 



^ + J9 — C<180«. 



toaS befonbcrg für fpl^ärijc^e S)reicde t)on SBid^tigleit ift. 

§ 2. ©rflörung: SDäenn jtoei ®dcn fid^ fo incinanber fc^ieben 
taffen, ba§ fid^ il^re ©citenfläd^en bcdten, fo toerben fie fongruent 
genannt. 

S)icg ift offenbar ber %aU, wenn bei benfelben aKe Seiten- 
winfel einjeln üergfic^en unb bie gleid^gelegenen 9leigung§tt)infet 
einjeln üerglid^en glei^ finb, unb bie gleid^en ©tüdEe inberfelben 
Drbnung tiegen. Siegen aber bie gleichen ©tüdCe in entgegen- 
gefegter Drbnung, fo laffen fid^ bie (Sdfen nid^t mel^r fo inein^ 
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anbcr fd^iebcn, baff il^rc Scgrcuiungen jufammcnfoKen. ©ic tocrben 
bann f^mmetrtjci^ genannt. 

(S)ic §anbjd^u]^c ber beiben $änbe jtnb j. S. j^ntmctrifd^e 
Äörper, cbenfo ein ©egenftanb unb fein ©piegclbilb.) 

hierbei fommt eS bei ber Beurteilung, ob bie gleid^cn ©tücfe 
in berfelben ober in entgegengcje|ter Drbnung liegen, ftctg auf ben 
©tanbpunft an, ben man gegen bie JftaumgebilDe einnimmt. 
Sei.gleid^em ©tanb^unft unb gleid^er Drbnung finb bie Äörpcr 

fongruent. 
Sei gleid^cm ©tanb^unft unb entgcgcngcjefeter Drbnung finb bie 

Jförper f^mmetrifd^. 
Sei entgegengefe|tem ©tanb^unft unb glcid^er Drbnung finb bie 

Äörper f^mmetrifd^. 
Sei entgegengefefetem ©tanbpunft unb entgegengefe^ter Drbnung 
finb bie Äörper fongruent. 
§3. ©rflärung: ©d^eitelecfcn finb jioei fold^e ©den, toeld&e 
ben ©(Reitet gcmeinfam l^aben, unb bei benen bie fianten ber einen 
®de bie Verlängerungen ber Äanten ber onbercn finb. 

Folgerung: Sei ©d^eiteleden finb 
bie ©eitenioinfel ber einen Scfe bie 
©d^eiteltoinlel t)on ben ©eitentoinfeln 
ber anberen ®cf e unb bie SReigungSioinf el 
ber einen @de finb bie ©d^eitettoinf el üon 
ben 9leigung8tt)infeln ber onberen @cfe. 
§4. geljtfai^: ©d^eiteleden finb 
f^mmetrifc^. 

»etoeig: ©g feien SABCD unb 
Sabcd itod ©d^eiteleden, fo ba| Sa, 
Sh u. f. tt). bie Verlängerungen t)on SA, 
SB u. f. tu. finb. Sg finb nun bie ©eiten- 
»infel ÄSB unb aSb, BSC unb 
bSc u. f. to. al^ ©d^eitetoinfel, unb ebenjo bie SReigungStoinfet t)on 
ÄSB ju BSC, unb t)on aSb ju bSc aU ©d^eitetoinfel einanber 
gleid^. 9Ran fteDe fic^ nun üor, ba| bie Äanten SA unb SC in ber 
Sbene ber Qt\ä)mnQ, SB aber t)or unb SD l^inter berfelben liegen, 
fo loerbcn Sa unb Sc ebenfaDS in ber S^i^itng, Sb aber l^inter 
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unb Sd t)or betfclbcn liegen. ®e]^t man nun fo um bte Sdc SAB CD 
l^crum, bo| bie fianten in bcr SRi^tung SÄ, SB, SC, SD fic^ folgen, 
jo gel^t man im entgegengefe|ten ©inne be8 Ul^rjeigerg; baiJfcIbe 
gefc^icl^t aud^, wenn id^ um bie @cfe Sabcd fo l^erumgel^e, ba§ Sa, 
Sb, Sc, Sd aufeinanber folgen. ©8 liegen bann alfo bei entgegen* 
gefegtem ©tanbpunfte, ber bei beiben ©den ftattfinbet, ba ber eine 
©d^eitel nad^ oben, ber anbete nad^ unten liegt, bie gleid^en ©tüde in 
gleicher Drbnung, bie @dEen muffen alfo f^mmetrif^ fein. 

L ftiingtttenjfai^. 

§ 5. &e|tfai^: SBenn in jtoei breifeitigen SdEen jtoei 

©eiten unb ber üon il^nen eingefd^Ioffene SBinfet einzeln 

.üerglid^en gteic^ finb, fo finb fie fungtuent ober f^w^^ 

mettifc^^ je nac^bem bie gleid^en ©tüdEc in berfelben ober 

in entgegengefeiter Drbnung liegen. 

JSoraugfeiung L: 3n ben ©dfen S unb Tift ASB-^DTE, 
BSC-=^ETF unb ber SReigung§tt)infeI üon ÄSB ju BSC-^ 
bem t)on DFE ju ETF, unb biefe ^^^ 35 

©tüdfe mögen in berfelben Drbnung 
liegen. 

aSetoeiS: 9Ran fd^iebe bie SdEe 
TDEF fo in bie Mt 8 ABC, ba§ 
DTE auf ASB ju liegen fommt 
unb ixoox TD auf AS unb TE auf 
SB, baiJ ift möglich, ba 
DTE = ASB 

nad^ ber SBorau§fe|ung ift S)ann mu§ bie ©eite ETF in bie 
©eite BSC faQen, toegen ber ©leic^l^eit ber in ber S5orau8fe|ung 
genannten 5ReigungStt)infeI, unb eS mu§ TF auf SC faQen, weil 
ETF= BSC ift. S)ann fäUt au^ bie ebene DTF auf ASC, 
weit jWifd^en jwei fid^ fd^neibenben geraben Sinien nur eine ein- 
zige ebene möglid^ ift. 

Folgerung: 3n longruenten edEen finb bie gleid^gelegenen 
©tüdfe gleich; folglich ift ©eitenwinfel ober ©eite DTF = ASC 
unb ber S^ieigungSWinfet üon ASB gegen ASC gteid^ bem t)on 
DTE gegen DTF u. f. to. 
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gfig. S6. 



JSorauSf c|ung 11 foH bicfelbe bleiben, nur joKen bie gletd^en 
©tüde in entgegengefefeter Drbnnng liegen. 

a5ett)ei3: SRan lonftruiere ju einer 
ber beiben ®c!en, etoa ju SABC, bie 
©c^eitelede SA,B,C„ fo ift biejetbe mit 
X / SABC f^mmetrifi @g ift atjo 

^K A,SB, = ASB = DTE unb 

bolzet ift 
^a A,SB^ = DTi7 nnb B,SC, — i/Ti^. 

gerner ift ber Sleigunggtoinlel t)on 
^jiSBi jU BiiSQ gteid^ bem t)on ASB 
jn jBÄC gleid^ bem m\ DTE ju jETJP. 
Sfinn liegen aber bie gleid^en ©tüde an ben 
gden SA^B^C^ unb TDEF mit benen 
an ber Sde SABC in entgegengefe^ter Orb^^ 
nung, folglid^ liegen biefelben an ben ©den 
SA^B^C^ unb TD^F in berfelben Drbnung, 
ba^er finb biefe (gcfen nad^ bem erften %t\\ beS 
®afee8^ fongruent. @g fann atfo bie ©cfe TDEF mit ber ©de 
SA^B^Ci jur S)edung gebrad^t toerben, fo bafe fie mit berfelben 
eine einjigc @c!e bitbet, unb ba SA^B^G^ mit SABC f^m^ 
metrifd^ ift, fo mufe au^ TDEF vxxi SABC f^mmetrifc^ fein. 
$ierau8 folgt fofort, \>a% bie übrigen ©tüde beiber ©den 
entfpred^enb einanber gleid^ finb. 




IL ftungruenjfai^. 

§ 6. Sel^tfai^: SDäenn in jnjei breifeitigen förperlid^en 
©den eine ©eite unb bie beiben anliegenbcn SBinlel ein- 
jeln öerglid^en gleid^ finb, fo finb fie fongruent ober 
f^mmetrifc^, je nad^bem bie ©tüde in berfelben ober in 
entgegengefeiter SRid^tung liegen. 
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©rftcr %an, SSorau^fclung: ©cttc ASC-^DTF unb 
bcr Sleigunggtoinfct üon ABB gegen ASC gleid^ bem üon BTE 
gegen DI'JP unb ber SleigungStoinfet üon JBÄC gegen -4 SC 
gteid^ bem t)on JSTi?' gegen BTF unb bie 
©tütfe liegen in berfelben Drbnung. 

aSetoei^: SRan jd^iebe bie @(fe TDiJjP 
fo in bie SdEe S^jBC, bafe bie ©eite BTF 
ouf bie Seite ASC faßt; bieg ift ntögti^ 
\>a fie beibe nad^ ber SSoraugje|ung gleid^ 
finb; bann niu| bie Seite BTE in bie 
©eite ASB unb ETF in bie ©eite BSC 
faKen, toeit bie in ber aSoraugjefeung %t^ 
nannten 5ReigungStt)inIeI einzeln üerglic^en 
gleid^ finb. @S mu§ alfo oni) bie Äante^^ 
TE auf SB faKen, ba jlDei ©benen fid^ 
nur in einer geraben Sinie fd^neiben fönnen. 
©leid^l^eit ber übrigen gleid^gelegenen ©tfidte. 

3)er jtoeite %M, too bie gleid^en ©tüdCe in entgegengefefeter 
Drbnung liegen, toirb ntit $ilfe ber ©d^eitetedfen betoiefen. 




$ieraug folgt bie 



III. ftungttttnjfai^. 

§ 7. &e|rfai^: SDäenn in jwei breifeitigen förperlic^en 
SdEen alle brei ©eiten einjeln üerglic^en gleid^ finb, fo 
finb fie fongruent ober f^mmetrifc^, je nac^bem bie ©tfide 
in berfelben ober in entgegengefe|ter Drbnung liegen. 

erftergall. ^'•''• 

SBorau^feftung: 

ASB = BTE, 

BSC = ETF, 

ASC ^ BTF 
unb bie gIeid^en©tüdEe liegen 
in berfelben Drbnung. 

SBel^auptung: S)ie beiben ®dCen finb fongruent. 

aSetoeiS: 9Äan f^iebe bie @dEe TBEF fo in bie Sdte SABO 

6ert)u9, £e^rbu(^. I. 3 
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j^incitt; ba^ TD auf SÄ unb TF auf SC ju licgcu lommt. 2)tci^ 
ift möglid^, »eil uad^ bct S5orau8fc|uu9 DTJ' = ^ÄC ift. 6^ 
fragt ftd^ nuu, mf)xn TE fäOt. 

1) eg föttutc TE itt ciue ber ©bcncu BSC ober ^S5 faOcn, 
baun mttfetc ober ETF<B8G ober DTE<ASB feiu, loa» 
gegen bie SBoraugfe|uug ift, bal^er ift biefer gatt unmögUd^. 

2) TE lönnte oud^ in bie ffirtoeiterung einer ber beiben 
©benen BSG ober ASB über SB l^inaug faQen, bann mfifete aber 
ETF>BSG ober BTE>ASB fein, toag ebenfaOg gegen bie 
S5oraugfe|ung ift, bal^er ift auc^ biefer gaU unmöglich. 

3) I'E tonnte aud^ fo in bie SRii^tung SG fallen, bafe bie 
ijig. 89. ede TD^i^ bie ®c!e SABC umfc^Iie^t, ba§ 

^y mitl^in SB innerl^alb ber ©de TDEF j/x 

liegen fommt. S)ann müBte aber 

DTE + i;TF> ASB + J5SC 
fein (nad^ § 44), tt)aS unmöglid^ ift, ba bie 
SBinfel ber einen ©umme, eingeln öerglid^en, 
^ benen ber anberen gleid^ finb. Sttfo ift aud^ 
biefer gaQ unntöglid^. 

4) TE lönnte fo in bie Slic^tung SG faßen, ba§ e« innere 
l^alb ber ©de SABC ju liegen lommt; 
bann mttfete 

DTE + ETF < ^ÄJ? + BSC 
fein (§ 44), toaS unmöglid^ ift, ba bie SBinlet 
ber einen ©umme einjeln öergftd^en gleid^ 
benen ber anberen ©umme finb. Alf o ift 
aud^ biefer gaU unmöglich. 

5) TE lönnte fo in bie fftic^tung SG faQen, bafe bie ®6ene 
DTE bie ßbene BSC ober bie @bene FTE 
bie ebene ASB burd^fd^neibet. SBäre bai^ 
erftere ber fjatt, fo lönnte man burd^ SB 
unb SG eine ©bene legen; bann entftänbe 
bie öierfeitige SdEe SABGC, in »eld^er bie 
beiben ©iagonatointel jufammen größer ote 
bie ©umme jttjeier gegcnüberliegenbcn ©eiten- 

ttnnfcl fein müfetc. 
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@$ tolxxt dfo: 

^iS^ + BSC> ASB + (7ÄG^. 
SRun ifi ASG nic^tö onbcre« ofö DTE unb OÄG nid^t» onbcrcg 
al« FTi;, folglich ift 

DT^ + BSC > ASB + FTE, 
m^ unnUiglic^ ift, ba DTE = ASB unb 55(7 = FTE ift. 

SRitl^in ift oud^ biefcr gott unbcnibor. 

e§ bleibt jomit nid^tg tocitcr übrig, alg ba| Ti; in SJ? 
fäQt, unb bomit ift bic Äongrucnj ber SdEcn beriefen. 

S)er ätt)citc galt, bei »eld^em bie gleichen ©tfide in ent= 
gegengefe|tet SReil^enfoIge liegen, ttntb wieber mit |)ttfe ber ©d^eitet 
cden bewiesen. 

IT. ftongtttenjfai^. 

§ 8. Sel^tfa^: SBenn in jn^ei breifeitigen ©den bie 
brei 3ieigunggtt)inlel eingeln öerglic^en gleich finb, fo 
finb bie ©den tongruent ober f^mmetrifd^, je nad^bem 
bie gleid^en ©tüdtc in berjelben ober in entgegengejefeter, 
SRid^tung liegen. 

3c^ f onftruiere mir ju jeber ber beiben @den bie Supplementär^^ 
edfe. S)onn finb in ben ©uppIementaredEen bie ©eitenttjinid gleic^/ 
ate Supplemente ju ben 3ieigungStt)infeIn ber gegebenen ®den. 
S)ie beiben ©upplementaredten ftimmen alfo in ben brei ©eiten* 
toinleln überein, finb alfo fongruent 5lug biefcr Äongruenj folgt 
bann alfo, ba§ aud^ bie 3ieigung3tt)infel ber ©uppIementaredEcn 
gleid^ finb. Qn gleid^en 3ieigunggtoinfetn ber ©upplementaredten 
gel^ören aber gleid^e ©eitcnminfel ber gegebenen ©den. S)ie ges= 
gebenen ©den ftimmen alfo in ben brei ©eitenwinfeln überein, 
finb alfo longruent ober f^mmetrifd^. 

§ 9. Sel^rfa^: 3n jeber breifeitigen lörperlid^en ©de 
liegen gleichen ©eiten aud^ gleid^e SBinfel gegenüber, 
ober: SBenn in einer breifeitigen förperlid^en ©de jttjei 
©eitenwinlet gleich finb, fo finb aud^ bie SReigung^winlel 
gleid^, ttjeld^e il^re ©benen mit ber britten ©eitenftäd^e 
einfc^Uefeen. 
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S)er aSeiöciS btcfcS ©afeeS bcrul^t auf bcn in § 41 (?l6fc$ilttt I) 
angcfül^rtctt @ä|cn. 

S5orauSfc|ung: @S ift gegcftcn bic brcifeitigc förpcrttd^c 
®(fc SÄBC, in weither ©citc ^ÄJ? = ASC ift. 

aScl^auptung: S)cr Sleigunggiointcl ber Seite ASB ju BSG 
ift gleid^ bcm SReigunggtointel ber ©cite ASC ju J?iSa 

aSeioeiS: SBir l^abcn l^ier brei gälle ju unterfd^ciben: bie in 
ber S5otau8fe|ung gcnonnten @eitentt)infel finb 1) beibe fpifee, 
2) beibe redete, 3) beibe ftumpfe SBinfel. 

erfter gfatl. 

9Kan fäQe ba8 Sot AD unb pxo\ximt fo AS auf bie ©eitc 
BSC, bann mu| bie ^ßrojeftion Si) jwijd^en SB unb iSC liegen 
(§ 41, 1) unb bie SBintel DSC unb 2)55, ttjeld^e bie ^ßtojeltion 
mit ben tauten SB unb SC bilbet, mfiffen fpi|e fein (§ 41, 3). 
S)araug folgt, ba| bie öon D auf ÄJS unb 
iSC gefaßten Sote bie «anten SB unb SG 
felbft treffen muffen, waS in ben ?ßunften J5? 
unb F gefd^eiie. SKan öerbinbe je^t A mit 
E unb F, bann fte^t AE±SB unb AF±SG 
"^ nad^ bem @a|e: 

„SBenn man öon einem ?ßunfte ou^er« 
l^alb einer ßbene ein Sot auf biefelbe fällt 
unb t)on bem gu^punfte be^felben ein Sot auf 
eine beliebige in biefer ®bene gejogene Sinie, 
ben gufepunft biefeS Ie|teren mit irgenb einem ?ßunfte be2 erfteren 
öerbinbet, fo ftel^t biefe SSerbinbung^Iinie auf ber in ber @bene 
beliebig gejogenen fenfaed^t." ©al^er ift AED ber SReigungSwinlet 
t)on ASB gegen BSC unb ferner AFD ber ^ieigung^ioinlel 
t)on ASC gegen BSC 

Um nun ju jeigcn, ba§ biefe einanber gleid^ finb, betrachte 
man bie beiben S)reiedEe ASF unb ASE. 3n biefen ift 
AS = AS 
^ AES = AFS ate »leckte 
^ ^SjB =ASF mä) ber »erau^fefeung. 
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S)tc ©rciccfc ftiimncn atjo in einer Seite, einem anliegenben 
unb bem gegenübetliegenben SBinlel fiberein , finb alfo fongruent. 
S)otau2 folgt 

ÄE=ÄF. 

3n ben ted^ttoinfttgen ©reiecfen ADE unb ÄDF ift aljo 
AE=^AF 
AD = AD, 
fie ftimmen olfo in ben ^^potenufen unb in ber Äatl^ete AD 
uberein, finb alfo auc^ longruent; eg mu§ oljo 

^ AED — ^ AFD 
fein, tt). j. b. w. 

ßweitet gatl. 

S)a ^ier ASB unb ^SC redete SBinfel fein fotten, fo 
fielet AS fenfred^t auf ber ©bene BSC, folglid^ gtg. 43. 
ftel^n auc^ bie ©benen ASB unb ASC jcnfrec^t 
auf BSC, b. i). ber 9lcigunggtt)infel öon .4/S5 
gegen BSC ift ein SRed^ter, unb ber Sleigung^^ 
toinfel t)on -iiSC gegen BSC ift ebenfalls ein 
SRed^ter; ba aber äße rechten SBinfel einanber gleid^ 
finb, jo ift folglich ber SleigungSwinfel oon ASB 
gegen BSC gleich bem öon ASC gegen 5iSC, 
tt). j. b. tt>. 

dritter galt. 

^ier foHen bie beiben SBinfel ASB unb ASC beibe ftumpf fein 
unb eS foH njieber gejeigt ttjerben, ba| ber 
SReigung8WinIeI t)on -4SJ5 gegen J?iSO 
gleich bem öon -45(7 gegen -BSC ift. 
©aju oerföngerc man -BS unb CS fiber 
S l^inaug bis D unb E unb benfe fid^ 
bie ©eitenpc^en ber @dte erweitert. S)a- .. 
burc^ entfte^t bie neue ©dfe ASDE mit ^ 
ben einanber gleid^en ©eitenwinleln^SD 
unb ASE unb eg mufe aljo nac^ bem 
erften fJaH ber 9leigungStt)infeI oon ^Si? gegen DSE gleid^ bem 
3leigungSttnnfeI t)on -4SD gegen DS-B fein. S)a nun ju gleid^en 





Digitized by VjOOQ IC 



38 



II. ^bfd^tiitt. 



SBinfdtt ottc^ glcid^c 9lcBenttJinIct gcprcn, fo ntu§ aaä) bcr SlctgungiJ' 
»infet t)on ÄSB gegen BSG gtei^ bem öon ^äC gegen JJÄC? 
fein. SB. j. b. tt). 

§ 10. 8e|tfa^: Sn jeber breifeitigen lörperlid^en ©de 
liegt ber größeren tjon jttjei Seiten anä) ber größere 
SBinlel (Sleignng^winlel) gegenüber, ober: ©inb in einer 
breifeitigen ®(fc jtoei ©eitenttjinfel ungleich; fo finb bic 
aSinfel, toelc^e il^re @6enen mit ber brüten ©eitenfläd^e 
einfd^liefeen, im entgcgengcfe|ten ©inne nngteid^. 

Um biefen ©afe öoHftänbig betoeifen ju fönnen, muffen tt)ir 
brei ^anptfätle nnterfd^eiben: 

I. 3)ic ©umme ber beiben ungleid^en ©eiten ift < 21?. 



III. 



> 2B. 



I. ^aujitfaO. 

S)a l^ier bie ©umme ber beiben ungleid^en ©eiten <2R fein 
foE; fo finb brei einjelne gäOe möglid^, toeld^e biefer SBebingung 
genügen fönnen. S)ie SSebingung ift erfüllt, wenn 

1) beibe ©eitentt)infel fpife finb, 

2) ber Heinere t)on beiben fpife, ber größere = IB ift, 

3) ber Heinere öon beiben fpi|, ber größere > IB ift. 

SBSir »oHen ie|t biefe brei fpesietten 



Sfig- 45. 




gälte nfil^er bctrad^ten. 



©rftcr gall. 
aSorangfe^nng: ^ASB<1B 
unb ASG< IJB, unb jttjar 
A8B>A8G. 
SSel^auptung: AFD>AED. 
Um btn ©a| jn betoeifen, muffen 
toir uns erft einige @ä|e au8 ber 5ßlani« 
metrie in8 ®eb5d^tni2 jnrücfrufen. 

1) SBenn in jtoei rec^ttoinfligen 3)reie(fen bie ^^potennfen 
einjeln t)ergli^en gleid^ finb, ber eine fpifee SBinfel bc8 erften 
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3)rciedS grölet ober Heiner ifl aU ber entjprec^enbe be8 jttjettett 
S)reie(f8, fo ift anä) bte bem fpi|en SBinfel beS erftcn ©reiedS 
gegenüberliegcttbe Äatl^ete größer ober fletner al« bie bem f))i|en 
SBinfel beS jrteiten 3)reiedEg gegenüberliegenbe Äatl^ete; biefe ka^ 
tl^cten finb aljö in bemfelbcn ©innc ungleich wie bie fpi|en 
aSinfcI. 

2) SBenn in jwei red^toinfligen S)reiedEen jtoei entfpred^enbe 
Äotl^eten einjeln öerglid^en gteic^ finb, bie ^^potennfe be2 erften 
S)reiedES aber größer ober Heiner atö bie beS jweiten S)reiedg 
ift, fo finb bie ben gleichen Äotl^eten gegenfiberliegenben SBinlel 
im entgegengefe|ten ©inne ungleich »ie bie ^^potenufen, fo 
bafe bie beS erften ©reiecfS Heiner ober größer al8 bie bei^ 
jttjeiten ©reiecfs ift. 

S5ett)eiS: 3Ran projijiere lieber ÄS burd^ ein Sot ÄD anf 
5J?C; bie ^ßrojeftion SD tarn nnn a) jtoif^en SB nnb 5(7, 
b) auf SC unb c) in bie ffirtteiterung ber Sbene BSC über SC 
l^inauä fallen. 

a) eg fotte SD stoifd^en ÄS unb SC, bann muffen DSB 
unb DSC fpife fein (§ 41). ®ie t)on D auf SJ? unb SC gefättten 
Sote -Di; unb DF mfiffen alfo bie Santen SB unb 50 fettft in E 
unb J' treffen. SSerbinbet man A mit E unb F, fo ift aljo ÄED 
ber 3ieigunggwinfel ber ffibene ÄSB gegen JJÄC, unb -iJPD ber 
9ieigungSwinfeI ber @bene ÄSC gegen BSC. 3n ben beiben 
rec^twinfligen S)reie(fen -iiSE unb ^SJP ift nun 

äS^äS 
^ ^5J5 > ^ ^iSF nac^ ber »orauSfefeung. 
@8 mufe alfo nad^ bem erften ber öorl^er angefül^rten ©äfte 
ÄE>ÄF. 

fein. ®a nun ÄE unb -4JP bie ^p^otenufen ber red^ttoinlßgen 
3)reiede ^-BD unb ÄFD finb, ttjclc^e bie tatl^ete AD gemeinfam 
l^aben, fo mu| nad^ bem jtoeiten ber angefül^rten @ä|e 

AED < AFD ober AFD > -4^D. 
fein. SB. j. b. ». 

b) S)ie ?ßro|eftion öon AS faBe jeftt in bie Äante SC\ bieg 
ift nur möglid^, »enn ber SBinfel ASC ber 9leigung3ttJinfeI öon 



Digitized by VjOOQ IC 



40 



n. m\^mit 




AS gegen bie ©betie BSC ift. S)a nun ^ASB ein fpi|er ifi, 
fo ntufe aud^ CSJ5 ein jpiler fein (§ 41, 3), nnb tin öon D auf 
SB gefaßtem Sot i)J5 mufe bie Sante SB fettft treffen, ^tx^ 
binbet man nod^ -4 mit E, fo ift -4J&D 
ber Sleigung^ttjinfel öon -455 gegen BSG 
nnb ber SBinlel -4jB2) in bem rcd^ttoinfc 
ligen 3)reieÄ AED ein fpifeer. 35a aber 
bie Seite ASC auf J550 fenfrec^t fte^t, 
fo mu| ber SReigung^winfel \>on ASC ju 
'C BSC ein rechter fein, nad^ bem @a|e: 
„SBenn eine gerabe Sinie auf einer @bene 
fenfred^t fielet, fo ftel^t aud^ jebe burd^ fic 
^£ Ablegte Sbene auf berfelben ®bene fenfc 
rec^t." ®g ift ift alfo ber 9leigunggttjinfel 
ber ebene ^5(7 gegen -BÄO ate ber ber @bene ASB gegen BSa 
c) S)ie ?ßroieItion oon SA faOe nid^t in bie ebene BSC, 
fonbem in bereu ertoeiterung über SC ^inau« (§ 41, 2). 

Siö. 47. 3Ran fäße öon D aug auf SB unb 

SC bie Äote DE unb DF, fo mttffen 
biefc xt\p. SB unb iSO treffen, ba DSB 
unb i)50 jugleid^ mit ASB unb ^S(7 

.C \^^^ fi^^ (§ 41, 3). 

2Kan öerbinbe nun A mit E unb F, 
fo ift AJED ber 9leigung2Win!eI oon ASB 
gegen J5iSC unb jwar ein fpifeer, ba ADE 
im S)reiedE -4DJ5 ein red^tcr ift. ebenfo 
ift ^ ^i^i) ber 3ieigung8tt)infel öon ASC 
gegen DäO unb ebenfalls ein fpi|er, ba ADF ein red^ter ift. 
S)er 9Jeigunggtt)inIeI oon ASC gegen 55(7, nämlic^ AFG, ift 
aber ber Slebenttjinfel öon AFD, mu§ atfo ein ftumpfer fein, 

folglich ift 

AFG > AED. 
SB. j. b. xo. 

3toeiter gatl. 

S)er Heinere öon ben beiben @eitentt)inleln fei < IJB, ber 
größere ^55 = IJB. ^ßroji^iert man SA auf bie ebene BSC, 
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fo fann bie ^ßrojeftion a) jtotfc^en SB unb SC, ober b) ouf SC, 
ober c) in bie ertoeiterung bcr ßbene BSC über BC J^inauSf allen. 

a) @§ falle bie ?ßrojeftton iioifd^en SB unb SC unb man 
fäUe öott i) ein Sot auf SB, ba^ notttjenbig mit ber 5ßrojeItion 
SD jufammenfatten mufe, ba ^ DSB m6) gig. ib. 

§41; 3 jugleid^ mit ^ÄSB ein rechter 

fein mufe. S)er SBinfel ÄSD ift ber »iei:: 

gunggttJinfel t)on -liSJ? ju JJSÖ, unb ein 

t)on D auf SC gefällte^ Sot mufe SG felbft 

notttjenbig treffen, ba ^ DSC jugleic^ mit 

^ ÄSC\pxii fein mufe (§ 41, 3). Serbinbet '^^ 

man nun Ä mit JP, fo ift ÄFD ber 9lei= 

gunggwinfel öon ^SC gegen J5SG 3n 

ben beiben rec^ttoinfligen ©reieden ÄFD unb ÄSD ift bie Äa- 

tl^ete -4D gemeinfam, aber bie §^potenufe ÄF<ÄS, folglich mu^ 

^ ÄFD > ÄSD 
fein, tt). }. b. tt). 

b) gättt bie 5ßrojeItion öon SÄ auf 
bie «ante SC— SD, fo ift ber SReigung»^ 
tointel oon ÄSC gegen BSC ein red^ter 
unb ber 9leigung8winfel t)on ^SD gegen 
BSC, in biefem gatte ^SD, ein fpi^er; 
e§ ift alfo ber erftere SBinfet größer als 
ber Ie|tere, tt). j. b. xo. 

c) gäüt bie ^ßrojeftion öon S-4 in bie 
©rtoeiterung ber ßbene BSC fiber SC ^in= 
aus, fo ift, tt)ie in Ic) ber 9leigung8tt)infel 
t)on ÄSC gegen DSC notttjenbig ein ftum= 
Pf er, ber tton ÄSB gegen BSC, nämüc^ 
^SD, ein fpi|er. ®er erftere ift alfo tt)ieber 
größer als ber festere, ttjomit ber @a| be« 
tt)iefen ift. 

S)ritter galt. 

S)er Heinere tton ben beiben @eitentt)inleln ÄSC fei <1R, 
ber größere ^SD bagegen fei >1JB; eS fott jebod^ ÄSC 
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ficittcr qI8 ber ©upplemcntttnufel ABB' beg ftumpfen SBinfcI« 
^SJ5 fein. 

SKon ))rojijierc toicber SA auf bie ©bciic BSG, bic 5ßr05 
jcition SD lann bann fallen a) jttjifd^cn SB unb SC, b) auf 
SC ober c) in bie ©Weiterung öon J?SC über SO l^inauS. 

a) ©8 möge SD jtoifd^en SB 
unb SC fotten (§ 41, 2); bann mul 
^DSC ein fpi|er unb DSJ5 ein 
ftttm))fer fein (§ 41, 3); faßt man öon 
D auf SC ein Sot, fo mn^ bieg folg^ 
lid^ SC felbft in F treffen, bagegen 
tt)irb ein öon D auf SD gefällte^ ßot 
bie SJerlöngerung SB' tjon SB in J5; 
treffen. 3Ran öerbinbe nun A mit J5; 
unb F, fo ift ^ AFD ber S«eigungg^ 
»inlel t)pn ASC gegen DSC unb -^ AED ber 9ieigung8tt)inlel 
öon ^SD gegen BSC. 

3n ben beiben red^ttoinHigen ©reieden ASE unb ASF ift 
bie $9potenufe AS gemeinfam, ^ ASF < ASE nad^ ber SBor= 
auSfe|ung unb ti mu| folglid^ 

AF<AE 
fein, nad^ bem erften ber öorl^er angefül^rten ))Ianimetrifc^en Sel^r^: 
fä|e. AF unb AE finb aber bie ^^potenufen ber rec^ttoinfligen 
2)reiede AFD unb AED, toelc^e bie gemeinfd^aftlic^e Satl^ete 

AD l^aben; e8 mu^ alfo nad^ bem jn^ei^ 
ten ber angegebenen Sel^rfä^ 
^ ^FD > AED 
fein, to. }. b. nj. 

b) fjättt bie ^ßrojeftion SD auf 
bie Äante SC, fo ift ber SReigungg- 
tt)inlel t)on -4SC gegen DSC tt)ie in 
Ib) ein red^ter, unb berjenige t)on 
ASB gegen DSC, nämlid^ AED, ein 

fpi^er. S)er erftere ift alfo toieber größer ate ber Ic^tere, to. 

}. b. to. 
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c) goßt bic ^ßtojcftiott SD aBcr in bie (gtwcitcrung öon 

BSC über SC ^inau«, fo uiufe SD ätüifd^cn SD' unb SC faßcti, 

ba ASC<BSC nod^ bcr SSotauS:: 

fe|ung ift. ®S mu^ folglid^ aud^ 

DSC<D'SD 

fein. 3n bicfem Solle ift ber SReigungg- 
tüinfel öon -4SC gegen BSC, nämtic^ 
ÄFG ein ftumpfer, wäl^renb ber SRei- 
gunggtt)infel öon ASB gegen DSC, 
nämlid^ -4 DD ein fpi|er ift. S)a ber 
erftere größer al« ber Ie|tere ift, fo ift 
bamit ber @a^ öewiefen. 

IL ^au^tfaO. 

»oraugfe^ung: ASB + ASC~2B, unb jttjar fei 
ASB > ID unb ASG—2B - ^SD — -4SD' 

SetoeiS: SBir betrad^ten bie ©de SABC\ bei bie[er finb 
bie @eitentt)infel ASC unb -4 SD' nad^ ber SSorau8fefeung gleid^, 
unb es muffen beSl^oIb SB' unb gig. 54^ 

SC nad^ § 41 ju öerfd^iebenen 
©eiten ber ^rojeltion öon ^S auf 
D'SC, dfo aud^ ouf öerfd^iebenen 
©eiten ber ^ßrojeftion SB liegen. 
Äonftruiert man ebenfo ttne tjorl^er 
bie SReigungSwinlel öon ASB' 
gegen B'SC unb t)on -4S(7 gegen 
D'SG (^DD unb AFD), fo finb 
biefe einanber gleid^ unb fpi^e 
aSinfel. SRun ift ber SReigunggioinlel tjon ASB' gegen B'SC 
jugleid^ ber 9leigungStt)infeI öon ASB gegen BSC unb ber 
SReigunggtoinlel x^mASC gegen BSC ift 3iebentt)inlel öon AFD, 
unb ba biefer fpife tt)ar; fotglid^ ein ftumpfer. ®g ift alfo ber 
SReigung8tt)in!eI t)on ^ SC gegen DSC größer alg ber fpifee SBinfel 
AEDf b. 1^. größer ate ber SleigungSwinfcI tjon ASB gegen 
BSC, ttj. j. b. tt). 
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SSoraugfcfeung: ÄSB + A8C> 2B. 
Seim aSciüeifc biefcS fjattcs finb ipicbcr brci ftcjonbcrc gäöe 
mögftd^, nämtid^: 

1) S)er größere öoti bcibcn ©citcniüinfcltt ÄSB ift ftutnpf, 
bcr Heinere ASG eöenfaög. 

2) S)er gröfeete öon beiben ©eitentoinfeln ÄSB ift ftumpf, 
ber Heinere ÄSC ein SRed^ter. 

3) S)er größere tjon beiben @eitentt)inleln ÄSB ift ftumpf, 
ber Heinere ÄSC fpi|, aber größer afö ba§ Supplement t)on ^/S5. 

®ie beiben erften biefer fJäHe laffen fid^ äufammenfoffeu 
(tjorige gigur). 

aSetoeiS: 3ft -^ÄSC ein Slec^ter ober ift er weniger 
ftnmpf olg ber SBinfel ÄSB, fo verlängere man SB über S l^in- 
aus bis 5', unb SC über S l^inauS bis C, unb benfe fid^ bie 
©eitenftäc^cn ber gegebenen @dEe SÄBC gel^örig erweitert, fo 
erpft man bie neue @dEe SÄB'C, in welcher ÄSB' als JRebens 
toinfel t)on -4 55 jebenfatls ein jpi^er jein mu§. ®er SBinfel 
ÄSC aber wirb als 3ie6enwin!el t)on ^5(7 entweber ein SRed^ter 
fein ober wenigftenS ein fpifeer, ber größer ift als ber fpifec 
, SBinfel ASB\ 3)ie beiben ©eitenwinfel ÄSB' unb ÄSC ber 
neu entftanbenen ©dte SÄB'C betragen alfo jufammen weniger 
als jwei SRec^tc. ©S ift alfo 

ÄSB'+ÄSa<2B. 

SRad^ bem I. ^auptfatt mu| alfo ber SleigungSwinfel öon 
ÄSC ju B'SC fleiner fein, als ber 9leigungSwinfeI tjon ÄSB' 
ju B'SC. S)arauS folgt nun, ba| i{)re 9lebenwinfel im entgegen:^ 
gefegten ©inne ungleid^ fein muffen, ba§ alfo ber SReigungSwinfel 
t)on ÄSC gegen BSO größer fein mu§ als ber t)on -4/S5 gegen 
J5iS(7, W. j. b. w. 

dritter galt. 3ft ÄSB ftumpf unb -4Ä0 fpi^, jebod^ 
größer als baS ©upplement öon ÄSB, fo verlängere man wieber 
SC unb SB über S l^inauS bis C unb B', unb benfe fic^ wiebcr 
bie Sbenen bcr ©den geprig erweitert. S)ann ift ÄSC als 
SRebenwinfel ju -45(7 ein ftumpfer, unb ÄSB' als 9lebenwinfel 
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ju ABB ein fpilcr, bcr aber ber SSorauSfefeung gernä^ Heiner otö 
ASC b. ]^. bag Supplement öon ^S(7 fein ntufe, Sg ift olfo 

es ift bal^er in ber Scfe SAB'C m6) bem L ^ouptfaü ber 
SleigungSwinfel öon -4 SC gegen B'SC Heiner ate ber Sleigungg:* 
tt)inlel üon ^SJ5' gegen B'SG'\ \fyct Supplemente muffen alfo 
im entgegengefe^ten ©inne ungleich fein, b. 1^. eS muB ber ^ieigungg- 
tt)inlel t)on .45(7 gegen 55(7 größer fein, ofö ber SleigungS- 
tüinfel t)on ASB gegen J?iS(7. 

§ 11. Sel^tfa^: Sn jeber breifeitigen förperlic^en @de 
liegen gleid^en SSinfeln aud^ gleiche Seiten gegenüber. 

SSoraugf e^ung: S)er SReigungSWinfel öon ASC gegen BSG 
ift gleid^ bem SleigungSwinfel öon .4iSJ5 gegen JB/S(7. 

»el^ouptung: ©eite ASB = ^5(7. 

aSewei« (inbireft): eingenommen ASB xohxt nid^t gleid^ 
ASCf fonbern größer atö ASC\ bann mü^te 
ber größeren ©eite aud^ ber größere SBinfel 
gegenüberliegen, e8 müfete alfo ber Sleigungg« 
»infel t)on ASC gegen BSC größer fein 
alg ber t)on ^/SJ5 gegen £5C, ttjog gegen 
unfere SSorauSfe|ung ift. Sil lann aber 
aui nid^t ASB < ASC fein, benn fonft 
mü^te ber 9leigungSwinfet üon -45(7 gegen 
£5(7 Heiner fein al8 ber tjon ^55 gegen 
BSC, tt)a« wieber gegen bie aSorouSfe|ung 
ift. @S bleibt alfo nur übrig, bo§ 

^5J5 = ^5(7 
ift, to. j. b. tt). 

S)er SSeweig läfet fid^ auc^ bireft mit ^ilfe ber 5ßoIaredEen 
fül^rcn. 

3)a ber 9leigung8winfel öon ASC gegen BSC gleich bem 
SReigunggtt)infeI t)on -455 gegen 55 C ift, fo muffen in ber ?ßoIar^ 
edEe bie baju geprigen ©eitenwinlel gteid^ fein. (äJIeid^en Seiten 
liegen ober gleid^e SBinfel gegenüber, e§ finb alfo in ber ^ßolar* 
edEe bie ben gleid^en ©eiten gcgcnüberltegenben SBinfel gleid). 
3)araug folgt, ba| bie 5U biefen SBinleln gel^örigen ©eiten ber 
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46 II. 9lbi4nitt. 

ttrfprünglid^cn ffide cbcttfatts gleich fein muffen, ba fte bic @tt|)ple= 
mentc ju bcn SBinlcIn ber ?ßoIaredEc ftnb, xo. 5. b. ». 

§ 12. Sel^tfai^: S)te Summe jioeier Seiten einer brei- 
feitigen förperlid^en ffide ift jngleic^ mit ber Summe 
il^rer ®egentt)infel größer ober Heiner ali 2 SRed^te ober 
gteid^ jtoei Siedeten. 

S)cr 95ett)eiS biefeS ©a|eS ift eigentlich nur ju fül^ren für ben 
gall, bafe bie Seiten ^iS5 unb A8C ungteic^ finb, benn für ben 
gafl, bo§ biefe Seiten gleid^ finb, ift ber 8e»ei8 unmittelbar ge- 
führt. 3ft j. ». ASB — ^SC unb Ä8B + ^5(7 < 22?, fo 
finb beibe SBinfel notwenbig fpi| unb bie gegenüberliegenben SBinlet 
muffen bann ebenfalls fpi^ fein. 

Sft ASB^äSC unb ASB + ASC—2B, fo finb bie 
Seitentt)infel SRed^te unb bie gegenüberliegenben Sleigungsnnnfel 
ebenfang. 

3ft ASB = ASC unb ASB + A8C>2B, fo muffen 
beibe Seiten ber ffidfen ftum))f fein, bie il^nen gegenüberliegenben 
SBinfel muffen ebenfatt« ftumpf, i^re Summen alfo auc^ größer 
als 2 Siechte fein. 

S)ieS bebarf alfo feine? »eiteren SSetoeifeg; e8 bleibt nod^ 
übrig, biefen Safe ju betoeifen, toenn bie Seiten ASB unb A8C 
ungleid^ finb, »enn j. ». A8B>ASC ift. 

I. ^auptfatt: ^SJ5 + ^SC < 2B. 

.@8 fönnen l^ier nun »ieber brei befonbere gäüe eintreten- 
SS fönnen fein 

1) ASB \px^ unb ASC fpife. 

2) ^iSJ?= IB unb ASC< IB. 

3) ^S5> IE unb ^iS(7< IB, aber f leiner al8 ba« Su^le* 
ment ju -4iSJ5. 

S)ie SBetüeife ftüfeen fid^ auf bie giguren ju § 10. @S er^: 
giebt fid^ bann: 

au« ber gigur la): AED < IB unb APD < 12?. 
folglich ift : AED + -^J'i) < 22J. 
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Sott ben {öt4)eili^ett Cdett 47 

AU« ber gtgur ju Ib): ÄED<1B, ber SieigunflStttinlet 

»Ott 4iS0 gegen BSC— IR 

folglich: ^i;2) + 1E<22?. 

au8 ber gigur ju Ic): ÄFG + JU"!) = 221 

S)a ober na^ ber SBorou8fe|ung ÄSB > 2ISC, fo ift aud^ 

3)orau8 folgt, ba| ÄED < ÄFD ift 
folglich: ÄFG + ^i7D < 2R 

?lu8 ber tJigur p 2a): Setbc SReigungSttinfel AED unb 
-4^2) flitb fpi|, folglid^: 

^iJD + AFD < 2B. 

S[u8 ber Stgur ju 2b): 3)a ber SleigungSwinlcI »on -45C 
jtt J?-SC = IJB, ber aieigungswinfel »on ^ÄJ? ju B-SO <ASD 
ein fpi|cr ift, fo ftnb mithin beibe sufammen < 2i?. 

?l«8 ber gigur ju 2c): .4FG + ^JFD -= 2B. 
®a aber ^/S>^J?', fo ift aud^ ASB<AFD, mithin ift 
^J-G^ + ^ÄD< 2B. 

au8 ber gigur ju 3 a): S)o JiJD unb AFB beibe f))i^ 
finb, fo ift alfo il^re ©umntc 

4^I> + ^2^2X22?. 

Stu8 ber gigur p 3 b): §ier ift ABB fpi|, ber SleigungS» 
»inlet »Ott ^5(7 ju BSC ein Stetster, mithin ift bie ©umme 
beiber < 2Ä 

fiM ber gigur 3c): 4J'(? + AFB = 22?. 

S)a ober ASC Heiner atö bo8 ©tt^jplement oon A8B, alfiT 
Keiner afö J.SJ5' ift, fo ift AB < AE ober ^J^> AB, otfo 

^i7D < ^2?'2). 
folglich ift : AFG + AEB <2 B. 

TL $iiiMitfaD> 

ASB-{-ASC>2B. 
%xi ber t$igur %\m m. ^auptfaß be8 § 10 folgt, h<i% bie 
©untme ber Sftebenttinfel »on ASB unb ASC, alfo l|ier 
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48 n. SlBfd^nitt. Sott bett !ötj)etlid^ctt @rfcti. 

äSB'+äSC<2R 
ift, mithin ift ati bcr ©de SAB'C mdS) bcitt I. ^attptfatt bic 
©utntnc ber Slcigutiggiüittfcl öoti 

ÄSB' unb ÄSC gcgctt B8C'<2B, 
folgltd^ tfi auc^ bic ©uittttic ber SleigungSwittfcI üon 
ASC unb ASB gegen BS0 2R. 

it^t\ütf: Segt ttian butd^ bie ^albierung^Uttie ber 
©eitettfläc^ett einer breifcitigcn f örperlid^en ®(f e fenfred^t 
ju il^nen (Ebenen, jo jd^neiben jid^ olle brei in einer unb 
berfelben geraben Sinie. 

8e|tfa^: S)ie Halbierungslinien ber 9leigung8tüinfet 
je jttj'eier Seiten einer breijeitigen lörperlid^en @dEe jd^nei:^ 
ben fid^ in berfelben geraben Sinie. 
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Holzmüller, Dr. Gustav, Direktor der Gewerbeschtde zu Hag_^ 

führnng in das stereometrische Zeichnen. Mit Berück- 
sichtigung der Krystallographie und Kartographie. [Mit 16 litho- 
graphierten Tafeln.] [VI u. 102 S.] gr. 8. 1886. kart. JC 4.40. 
Huebner, Dr. L., Oberlehrer am Gymnasium zu Schweidnitz, ebene 
und räumliche Geometrie des Mafses in organischer Ver- 
bindung mit der Lehre von den Ej-eis- und Hyperbelfunktionen 
neu dargestellt. [XVI u. 340 S.] gr. 8. 1888. geh. n. .^ 8.— 
Kober, Dr. Julius, Direktor der Realschule zu Grofsenhain, Leit- 
faden der ebenen Geometrie, mit über 700 Obungssätzen und 
Aufgaben und 32 in den Text gedruckten Figuren. 2. Aufl. [86 S.] 
gr. 8. 1884. geh. JL \.^ 
Cttikt, $tm\i ©^mnaftallcl^tcx in gcrbfi, Settfaben ber ©teteometric 
fixrbcn@d&uluntcrrid^t. SJJit neun litl^ograpl^tertcn 2:afeln. [X u. 
204 ©.] gr. 8. 1890. ^t\ JL 2.80. 
Milinowski, A«, Oberlehrer am Gymnasium zu Weifsenburg i. E., die 
Geometrie für Gymnasien und Eealschulen. 2 Teile, gr. 8. 
1881. geh. «A: 3.80. 
Einceln: I. Teil. Flftnimetrie. Mit Holzsohnitten im Text und 4 Figoreutafeln. 
[Vn u. 128 S.] JL 2.— 
n. — Stereometrie. I. Heft: LehrbaolL Mit 37 Holzschnitten iyi Text. 

[VI u. 46 S.] JL —.80. 
II. — UbnngsbuclL Mit 4 Figorentafeln. [lY 
u. 68 S.] Jt 1.— 

elementar-synthetische Geometrie der Kegelschnitte. 

Mit Figuren im Text. [XII u. 412 S.] gr. 8. 1882. geh. JC 8.80. 
elementar- synthetische Geometrie der gleich- 



seitigen Hyperbel. Mit vielen Figuren im Text. [X u. 135 S.] 
gr. 8. 1883. geh. n. JL 3.60. 
Müller, Dr. Hubert, Oberlehrer am Kaiserl. Lyceum in Metz, Leit- 
faden der ebenen Geometrie. Mit Benutzung neuerer An- 
schauungsweisen für die Schule. In zwei Teilen. Erster Teil 
[in zwei Heften] und mit einem Anhange, gr. 8. geh. JC 2.80. 
Einzeln: I. TeiL 1. Heft. Die geradlinigen Figuren und der Kreis. Mit 
Übungen. 8. umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Holz- 
■chnitten im Text und zwei lithograph. Tafeln.) [VIII, 69 a. 
49 8.] 1889. Jtl.^. 
8. — Erweiterungen zu Teil I und Einleitung in die 
neuere Geometrie. Mit Übungen. (Mit vielen Holz- 
■chnitten im Text u. 2 lithogr. Tafeln.) [36 u. 34 Sv] 
1878. o« 1.20. 
II. Teil. Die Kegelschnitte und die Elemente der neueren Geo- 
metrie. [VI u. 111 8. mit vielen eingedruokten Holzschnitten.] 
1875. ^1.60. 

Leitfaden der Stereometrie mit Benutzung neuerer 

Anschauungsweisen für die Schule. In zwei Teilen. Erster 
Teil: Die Grundgebilde und die einfachsten Körper- 
formen. Mit zahlreichen Holzschnitten und 3 Tafeln. [VIII u. 127 S.} 
gr. 8. 1877. geh. *ä: 2.— 

Feiiiy Dr. A.^ Lehrer an der höheren Burgerschule zu Bochum, Auf- 
gaben der sphärischen Astronomie, gelöst durch plani- 
metrische Konstruktionen und mit Hülfe der ebenen Trigonometrie. 
Mit drei Figurentafeln. [VH u. 48 S.] gr. 4. 1883. geh. .^1.20. 

Rausenbergerj Dr. Otto, die Elementargeometrie des Punktes, 
der Geraden und der Ebene, systematisch und kritisch be- 
handelt. [VI u. 236 S.] gr. 8. 1887. geh. JLh.-- 

Beldtj Dr. Friedrich , Professor am Gymnasium und dem Beal- 
gymnasium zu Hamm, Sammlung von Aufgaben und Bei- 
spielen aus der Trigonometrie und Stereometrie. 2 Teile, gr. 8. 
geh. JLl,— 
Einzeln: I. TeU. Trigonometrie. [Vin u. 247 8.] 3. rerb. Aufl. 1884. ^4.— 
n. — Stereometrie. [VIII u. 190 S.] 3. verb. Aufl. 1886. JC 3.-- 
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